0.1. PREDGOVOR 1

0.1 PREDGOVOR

Kvantna mehanika nije nastala ni brzo ni lako, ili kako Peebles u uvodu u
svoj udzbenik kaze, “the theory was not derived from measurements, nor
discovered by a single theoretical stroke, but instead grew by a complicated
interplay of experimental hints, theoretical insights, and good luck, inter-
mingled with many wrong turns” '. Stvaranje ove teorije trajalo je skoro
pedeset godina a njen zacetak u eksperimentu vezuje se za otkri¢a zakona
zracenja crnog tela (Stefan, 1879), fotoefekta (Hertz, 1887) i atomskih spek-
tara (Balmer, 1885). Razvoj odgovarajuéih teorijskih ideja bio je relativno
spor a glavne korake u objasnjenju novootkrivenih fenomena napravili su
Planck (1901), Einstein (1905) i Bohr (1913). Kona¢no, de Broglie-va ideja o
talasno-¢esticnom dualizmu (1924) pomogla je da se formalizam iskristaliSe:
1925. otkrivena je matriéna mehanika (Heisenberg), 1926. Schrodinger-ova
jednacina a 1928. njen relativisticki analog, Dirac-ova jednacina. Kao i
u vreme stvaranja Newton-ove mehanike, deo potrebne matematike je is-
trazivan i precizno formulisan prakti¢no istovremeno: knjiga Courant-a i
Hilbert-a objavljena je 1924. a Frank-a i von Mises-a 19252.

Razlog ovakvog istorijskog razvoja je sigurno delom u tome Sto je kvant-
nomehanicka slika prirode ‘kontraintuitivna’, naravno, sa stanovista klasi¢ne
fizike odnosno klasi¢ne intuicije, jer su njeni vazni elementi diskretnost
fizickih veli¢ina i nemoguénost njihovog istovremenog merenja. U stvari
matematicki okvir u kome kvantna mehanika opisuje fizicku realnost pot-
puno je razli¢it od klasicnog — od matematicke analize Newton-a i Leibniz-a.
Jedan od njegovih elemenata je da se fizicki sistem opisuje funkcijama stanja
koje imaju strukturu kompleksnog vektorskog prostora i, Sto je posebno
vazno, nisu direktno merljive. Sa druge strane, rezultati merenja fizickih
opservabli su inherentno statisticki. Obe osobine se drasti¢no razlikuju od
klasi¢cne mehanike u kojoj je poznavanje stanja sistema (Cestice) isto §to i
poznavanje vrednosti njenog polozaja i impulsa ili nekih drugih opservabli
kao Sto su energija, moment impulsa i tako dalje. Ideja da su stanja sistema
vektori u apstraktnom linearnom prostoru stanja je srz kvantovanja, i njen
prirodan deo je novi, kvantnomehanicki opis prostornih i drugih simetrija
fizickih sistema. Koncepti kvantovanja i reprezentovanja simetrije spadaju
u najvaznije ideje moderne fizike i predstavljaju osnovu naSeg danasnjeg
razumevanja osnovnih interakcija u prirodi.

Da bismo pokazali kako se kvantnomehanicki opis ipak prirodno razvio iz
klasi¢ne fizike odlucili smo se da kvantnu mehaniku uvedemo na ‘kvaziistori-
jski’ i induktivan na¢in. Tome nije razlog samo to, Sto vazni eksperimenti i
izvodjenja treba da se vide i ‘prodju’da bi se usvojili, nego i to sto je stu-

'P. J. E. Peebles, Quantum Mechanics, Princeton University Press, 1992.

2R. Courant, D. Hilbert, Methoden der Mathematischen Physik I, Springer, 1924,
P. Frank, R. von Mises, Die Differential Und Integralgleichungen Der Mechanik Und
Physik, Druck und Verlag, 1925.



dentima osim znanja matematickog formalizma potrebno da razumeju zasto
je on neophodan. A mozda pre svega, da se na njega naviknu.

U prvoj glavi knjige dat je istorijski uvod u predmet: pregled vaznih
eksperimenata kao i evolucija teorijskog razmisljanja koje je dovelo do mate-
maticke formulacije ideje kvantovanja. U drugoj glavi, koja sluzi da se iz-
gradi intuicija i upoznaju osnovni kvantni fenomeni, opisani su najjednos-
tavniji sistemi u jednoj i dve dimenzije. Izmedju opisa jednodimenzionih
i visedimenzionih sistema koji je dat u cetvrtoj glavi, napravljen je inter-
meco: tre¢a glava u kojoj se detaljnije govori o formalizmu. Priblizne metode
kvantne mehanike date su u petoj glavi. Naravno, ovakva podela teksta ima
i svoju metodolosku stranu. U tekstu ima delova koji odstupaju od obima i
nivoa izlaganja predvidjenih kursom: ta poglavlja oznacena su zvezdicama
i mogu da se preskoce. Na kraju svake glave dati su zadaci.

Ovaj udzbenik je nastao na osnovu kurseva kvantne mehanike koji su
drzani studentima nastavnog smera i astrofizike, i studentima istrazivackog
smera Fizickog fakulteta Univerziteta u Beogradu. Zamisao je bila da naprav-
imo tekst koji je komplementaran udzbeniku profesora Fedora Herbuta Kvan-
tna mehanika za istraZivace, pre svega po induktivnom pristupu i nesto re-
dukovanom koriséenju matematike. Fedorova knjiga je divan, inspirativan
kurs koji je kod nas, kao i kod mnogih drugih beogradskih studenata, probu-
dio ljubav i interes za kvantnu mehaniku i modernu fiziku uopste, i svakako
je preporucujemo za ¢itanje. Od drugih udzbenika, za kurs ovog ili nesto
vecéeg obima i viSeg nivoa, studentima preporuc¢ujemo sledeée knjige:

S. Weinberg, Lectures on Quantum Mechanics, Cambridge UP, 2013.
P.J.E. Peebles, Quantum Mechanics, Princeton University Press, 1992.

J.J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics, Addison-Wesley, 1994.

E. Merzbacher, Quantum Mechanics, Wiley, 1970.

A. Messiah, Quantum Mechanics, North-Holland 1967, i naravno

L.D. Landau, E.M. Lifshitz, Quantum Mechanics: Non-Relativistic Theory,
Addison-Wesley, 1958.
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GLAVA 1

UVERTIRA: ISTORIJSKI UVOD

Nauka koje je obelezila dvadeseti vek bez sumnje je fizika, a najvaznija
otkri¢a fizike u prvoj polovini dvadesetog veka su kvantna mehanika i teorija
relativnosti. Dolazak obe teorije najavljen je krajem devetnaestog veka
eksperimentima koji se nisu mogli objasniti konceptima i matematickim
aparatom klasicne fizike i o kojima ¢e biti re¢i u ovoj uvodnoj glavi. Eksperi-
ment je postavio granice odnosno odredio domen vazenja klasicne mehanike,
i ove granice karakterisu dve skale: brzina svetlosti, ¢ = 2.998 - 10% ms™!
i Planck-ova konstanta, h = 1.054 - 1073* Js. Pomenuli smo da je slika
sveta koju daju kvantna mehanika i teorija relativnosti kontraintuitivna, i
to se Cesto izrazava formulisanjem paradoksa kao §to su paradoks blizanca ili
paradoks Schrodinger-ove macke. Naravno, ni u prirodi, ni u njenom korek-
tnom (kvantnom, relativistickom) opisu paradoksa nema. Stvar je u tome
da se nasa intuicija o kretanju tela, bazirana na svakodnevnom ljudskom
iskustvu, ne moze proizvoljno ekstrapolisati na druge uslove, odnosno na
sve vrednosti energija, brzina i rastojanja. I kvantna mehanika i specijalna
teorija relativnosti ¢vrsto stoje na mnostvu eksperimentalnih rezultata. U
stvari u slu¢aju kvantne mehanike ispravno je ¢ak re¢i da je ona mikroskop-
ska samo na nivou fundamentalnog opisa kretanja pojedinaénih estical, a
zapravo predstavlja jedini nacin da se opiSu mnogi fenomeni u makrosvetu,
na primer u fizici ¢vrstog stanja.

1.1 JEDNACINE KLASICNE MEHANIKE

Najjednostavniji klasi¢ni sistem je tackasta Cestica (‘materijalna tacka’) i
sistem nekoliko interagujuéih cestica. Ako imamo sistem materijalnih tacaka
prebrojanih indeksom i, ¢ = 1,2, ... N, njegovo stanje je u klasi¢noj mehanici
zadato polozajima svih Cestica 7; i njihovim brzinama v; = 7= dd—?. Prom-

ena stanja sistema odnosno njegovo kretanje opisuje se drugim Newton-ovim

1Ovaj iskaz nije sasvim precizan jer postoje brojni ttakozvani makroskopski kvantni
eksperimenti koji se izvode sa sistemima sa malim brojem Cestica.

7



8 GLAVA 1. UVERTIRA: ISTORIJSKI UVOD

zakonom

J

. . ~ . — 2 . . . . = ~ .
gde je m; masa i-te Cestice, d; = % je njeno ubrzanje a sa [j; oznacena je
sila kojom cestica j deluje na Cesticu ¢. Sile interakcije najceSée zavise samo
od medjusobnog rastojanja,

—

Fyj = Fy(7; — 7)), (1.2)

i vazi tre¢i Newton-ov zakon, F’ij = —F’ji .

U Lagrange-evoj mehanici kretanje se, umesto vektorima polozaja Cestica
75 1 njihovim brzinama v, opisuje generalisanim koordinatama ¢; i brzinama
¢ (sada i =1,2,...3N). U jednostavnom slucaju kada su sile potencijalne,
ekvivalentan zapis Newton-ovog zakona kretanja su Lagrange-eve jednacine

d oL 0L
- = = (1.3)
dt 9¢;  0g;

gde je lagranzijan L = T'— U razlika ukupne kineticke i potencijalne energije
sistema. Lagrange-eve jednacine su varijacione jednacine koje se dobijaju iz
zahteva da je dejstvo sistema

S:/ﬁL (1.4)

minimalno na klasi¢nim trajektorijama.
Sa jednacina (1.1) ili (1.3) koje su drugog reda po vremenu mozemo prec¢i
na jednacine prvog reda ako uvedemo generalisane impulse

oL

=5 (1.5)

Di

i hamiltonijan H = Y p;G; — L. Za konzervativne sisteme hamiltonijan je
ukupna energija sistema, H =T + U. Jednacine kretanja glase

. _0H .  0H

i = y Di=— 1.6
Q=2 P 9a, (1.6)
odnosno za proizvoljnu fizicku veli¢cinu A = A(q;, p;,t) imamo

dA  0A

—_ = A H . 1.7

i ot +{A,H}pz (1.7)

U poslednjoj formuli { A, B} pz oznacava Poisson-ovu zagradu funkcija A(q;, p;, t)
i B(gi,pi,t) i definise se kao

{A’B}Pzzz(ai%a?i_ai%ﬁ?i)’ (1.8)
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Parovi (¢, pi) nazivaju se kanonske promenljive i za njih vazi
{gispjtpz = dij. (1.9)

Uzmimo kao primer Lagrange-eve jednacine kretanja cestice u polju cen-
tralne sile. Centralna sila je konzervativna i njen potencijal zavisi samo
od rastojanja r od centra, V' = V(r), pa je problem kretanja najprirodnije
reSavati u sfernim koordinatama (7, 0, ¢): x© = rsinf cosy, y = rsinfsinp,
z = rcosf. Lagranzijan zapisan u sfernim koordinatama je

L= %(7’"2 + 720 4 r?sin? 09p%) — U(r), (1.10)

2

a generalisani impulsi su p, = ms, pg = mr20i Py = mr sin® . Lagrange-

eve jednacine su

: au
o D ) 2, QU
dt(mr) mrf + mrsin® 6o = (1.11)
d 2 2 .
%(mr 0) = mr<sin 0 cos 0 (1.12)
d 2 . 92,
a(mr sin” 6¢) = 0. (1.13)

Odmah se vidi da je ugaona koordinata ¢ cikli¢na odnosno ona ne figurise
eksplicitno u lagranzijanu koji zavisi samo od odgovarajuée brzine ¢: to
znaci da je impuls p, konstanta kretanja, (1.13). Ovu konstantu izborom
koordinatnog sistema mozemo da fiksiramo da bude nula,

mr?sin? 0p = 0, (1.14)

odnosno dobijamo ¢ = 0, pa se kretanje odvija u ravni ¢ =const. Tada se
i drugi ugaoni impuls, py, odrzava i imamo
5 df

po =mrt = L = const. (1.15)

U stvari zbog sferne simetrije vektor momenta impulsa L je konstantan Sto
odgovara odrzanju para generalisanih impulsa p, i py: normala na ravan
@ =const daje pravac vektora La pg njegovu apsolutnu vrednost L. Zato
pri reSavanju kretanja u centralnom potencijalu ostaje zapravo samo jedna,
radijalna jednacina (1.11) i problem se efektivno svodi na jednodimenzioni.
Zbog odrzanja energije E i preostala jednacina moze da se resi u kvadratu-
rama. Dobijamo

dr 2 L?
== \/m(E ~U(r) = 55 (1.16)



10 GLAVA 1. UVERTIRA: ISTORIJSKI UVOD

Resenje poslednje jednacine daje implicitnu zavisnost polozaja od vremena,
funkciju t(r):

(1.17)

L?
\/m E-U 2mr2)

Treba zapaziti da je reSenje (1.17) identi¢no resenju za kretanje jednodimen-
zione Cestice u efektivnom potencijalu

L2
2mr?’

Unss(r) = U(r) + (118)
Zato se ¢lan L?/2mr? koji potice od momenta impulsa zove centrifugalna
energija ili centrifugalna barijera; ovaj ¢lan za L # 0 ‘odbija’ ¢esticu od
centra cak i kada je sila privlacna. ’ Slika: centrifugalna energija ‘ Iz (1.15)

i (1.16) mozemo da odredimo trajektoriju kao resenje jednacine

L
do mr2
— = . 1.19
dr ( )

\/ % (B = Ueps(r)

Integrali (1.17) i (1.19) mogu da se izraze preko elementarnih funkcija
u najvaznijem slu¢aju Newton-ovog gravitacionog odnosno Coulomb-ovog
elektrostatickog potencijala

Ulr) = -2, (1.20)
T
Uvodjenjem smene
L o
= — — — 1.21
“ mr L ( )
integral (1.19) se svodi na tabli¢ni integral pa dobijamo
L2
1 o 1
§ = — arcsin —22L___ 4 const = —arcsin (— — —) + const.  (1.22)
2E L2 er e
— +1
mo
Fiksiranjem integracionih konstanti dobija se jednac¢ina trajektorije
P® 1+ ecoso, (1.23)
r
a konstante p i e, parametar orbite i ekscentricitet, su iz (1.22),
L? 2EL?
p=—, e=4/1+ (1.24)

ma ma?
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Ove trajektorije, reSenja Kepler-ovog problema su konusni preseci, i daju
putanje tela pri kretanju u gravitacionom polju Sunca. Kretanje je finitno
odnosno tela ostaju vezana u Suncevoj orbiti ako je njihova energija F < 0
tj. e < 1. Tada su orbite kruzne odnosno elipti¢ne, minimalno i maksimalno
rastojanje od centra potencijala su

P P
- , 1.25
1+e7 Tmaac 1_e ( )

T'min =

Ako je E > 0 putanje su parabole (E = 0, e = 1) ili hiperbole (E > 0, e > 1)
a kretanje je infinitno, pa u (1.25) imamo samo minimalno rastojanje.

Napomenimo jos, mada je dosta ocigledno, da jednacine (1.11-1.13) nisu
linearne po nepoznatim funkcijama r, 6 i ¢ jer sadrze sinus, kvadrat itd.
ovih funkcija. Linearnost je osobina koju ée jednacine kvantne mehanike
imati.

1.2 BOLTZMANN-OVA RASPODELA

Jednacine klasi¢ne mehanike opisuju kretanje Cestice i sistema Cestica. Ove
jednacine su deterministicke, §to znaci da je za potpuno znanje o kretanju
sistema u buduénosti potrebno da znamo pocetne uslove odnosno pocetne
polozaje i brzine u nekom trenutku vremena, i da umemo da resimo jednacine
(tacéno ili priblizno, na primer numericki). Medjutim ako imamo vise Cestica
u interakciji njihovo kretanje je spregnuto i po pravilu jednacine se ne mogu
egzaktno resiti: ve¢ problem tri tela nije u opstem slucaju resiv. Sem toga
ako je broj Cestica veoma veliki, kao npr. u gasovima ili ¢vrstim telima koja
se ispituju u laboratoriji, reda veli¢ine 10?° ili 10?3, osim nemoguénosti da
se jednacine rese nije moguce odrediti ni pocetne uslove za svaku od cestica.
Zato se u opisu makroskopskih objekata koriste metode statisticke fizike,
koje omogucavaju da se najvazniji aspekti ponasSanja makrosistema opisu i
pored toga S$to ne znamo detalje kretanja pojedinih ¢estica-konstituenata.

Da se podsetimo nekih elemenata statistickog opisa. Pretpostavimo da
imamo sistem koji se sastoji od N istih Cestica ili podsistema koji med-
jusobno slabo interaguju, i da merimo neku fizicku opservablu, na primer
energiju. Ukoliko se pri merenjima dobija da N; od N Cestica ima energiju
FE;, onda kazemo da je verovatnoca da se u pojedinacnom merenju dobije ta
vrednost energije data sa

N
pi = p(Ez) - ]\}Enoo F (1'26)
Ovo je empirijski ili eksperimentalni smisao pojma verovatnoc¢e. Na slican
nac¢in funkcija raspodele p(E;) moze se definisati i apstraktno, kao funkcija
pomocu koje izrazavamo verovatnoce ishoda merenja ili kako se u teoriji
verovatnoce kaze, slu¢ajnih dogadjaja. U najopstijem sluc¢aju u materijalnim
sistemima funkcija raspodele zavisi od polozaja i impulsa svih Cestica.
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Verovatnocée u (1.26) definisane su pod pretpostavkom da je skup rezul-
tata merenja {F;} diskretan. Taj skup moze naravno biti i kontinualan i
tada govorimo o verovatno¢i da se izmeri vrednost E koja lezi u intervalu
(E,E + dFE). Ona se definise preko gustine verovatnoée p(E):

dP(E) = p(E)dE. (1.27)

Raspodela verovatnoée p; ili p je najvaznija veli¢ina u statistickom opisu.
Ukupna verovatnocéa (da se bilo sta desi odnodno izmeri) se najéesée normira
na jedinicu,

Zpi =1, /p(E)dE =1, (1.28)

ali se ponekad i ne normira; tada leva strana prethodnog izraza definiSe tzv.
particionu funkciju:

Z=> ppili Z= /p(E)dE. (1.29)
k

Ako imamo raspodelu verovatnoée mozemo da izra¢unamo srednju ili
ocekivanu vrednost fizicke veli¢ine pri merenju, npr. u nasem slucaju

_ Zz Eip;
(E) = S (1.30)

ali i proizvoljnih funkcija ove opservable, na primer stepena,
<En> _ Zz(EZ)npl ]
Ei Pi

Neodredjenost odnosno odstupanje od srednje vrednosti pri merenju neke
fizicke veli¢ine kvantifikuje se disperzijom A koja se definiSe kao

(1.31)

(A(B))? = (B%) - (E)*. (1.32)

Kao sto smo rekli, zavisno od fizickog sistema koji posmatramo i njegovog
opisa, gustina verovatnoce nije uvek funkcija samo energije nego moze da
zavisi od drugih pogodnih fizickih opservabli npr. polozaja ili impulsa. U
slucéaju bacanja kocke slu¢ajna promenljiva je broj (od 1 do 6) koji se pri
bacanju dobije. Ali u fizici jedna od najvaznijih veli¢ina je upravo energija,
posebno kada opisujemo stanje termodinamicke ravnoteze. Pretpostavimo
da je na$ sistem ¢estica u stanju termodinamicke ravnoteze na temperaturi
T. Posto je ovo stanje stacionarno, u njemu funkcija raspodele p moze da
zavisi samo od integrala kretanja: energije, impulsa i momenta impulsa: ali
ako sistem miruje impuls i moment impulsa su nula pa gustina verovatnoce
zavisi samo od energije, p = p(F). Odredi¢emo ovu zavisnost za sistem koji
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se sastoji od slabo interagujuéih (ili neinteragujuéih) cestica. Ako sistem
podelimo na dva podsistema sa energijama F7 i E5, ukupna energija je

FE = FE; + Es. (1.33)

Sa druge strane, posto podsistemi ne interaguju, gustina verovatnoce da prvi
ima energiju E; a drugi Fs je proizvod verovatnoéa (pretpostavljamo da je
sistem homogen, tj. da su i podsistemi opisani istom raspodelom p):

p(E) = p(E1L + E2) = p(E1)p(E2), (1.34)

jer su dogadjaji nezavisni. Jednakost (1.34) je u stvari jednacina za p(E) a
njeno resenje je eksponencijalna funkcija,

p(E) = e PP (1.35)

koja se naziva Boltzmann-ova raspodela. Konstanta 3 se moze uzeti kao
definicija temperature, § = ﬁ, a k=1.381-10"23 JK~! je Boltzmann-ova
konstanta. U statistickoj fizici ansambl opisan Boltzmann-ovom raspodelom
zove se kanonski ansambl.

1.3 ELEKTROMAGNETNO POLJE

Osim materijalne tacke i krutog tela klasi¢na mehanika opisuje i drugu vrstu
fizickih sistema: polja. Fizicko polje zadato je vrednostima odredjene fizicke
veli¢ine u svim tackama prostora (ili u delu prostora) i u svim trenucima
vremena, a karakteristi¢ni primeri polja su polje temperature, polje brzine
tec¢nosti, gravitaciono polje, elektricno i magnetno polje. Posto je polje
zadato funkcijom koja zavisi od prostornih koordinata i vremena, jednacine
koje opisuju njegovu dinamiku su parcijalne diferencijalne jednacine.

Jedno od osnovnih fizickih polja je elektromagnetno polje, i ono je za-
pravo jedino od fundamentalnih polja od znacaja u domenu rastojanja i
energija koji su relevantni za kvantnu mehaniku?. Elektromagnetno polje
zadato je vrednostima elektricnog polja E_"(F, t) i magnetnog polja E(F, t),
a njegove jednacine kretanja u vakuumu odnosno dinamicke jednacine su
Maxwell-ove jednaéine?:

div E = 4mp (1.36)
div B =0 (1.37)

2Preciznije: jedino polje &ije efekte kvantna mehanika na konceptualno zaokruzen naéin
moze da opiSe. Ipak, mnogi vazni fenomeni vezani za nuklearne interakcije efektivno se,
kvalitativno i kvantitativno, opisuju kvantnom mehanikom.

3Kao 5to je to dosta uobicajeno u kvantnoj mehanici i atomskoj fizici, Maxwell-ove
jednacine pisemo u Gauss-ovom sistemu jedinica.
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. 10B
tFh+—-—=0 1.38
ro +c ot ( )
L 19E 4m-
tB—-— =7 1.39
ro c Ot c‘7 ( )

gde je p(7,t) gustina naelektrisanja a j(f’, t) gustina elektri¢ne struje. Jed-
nacine (1.36) i (1.39) su izvorne jednacine jer opisuju kako promena elek-
tromagnetnog polja zavisi od njegovih izvora, naelektrisanja i struje. Druge
dve jednacine, (1.37) i (1.38), su bezizvorne jednacine i mogu se resiti uvod-
jenjem skalarnog i vektorskog potencijala ®(7,¢) i A'(F, t):

104 = =

E= —grad ® —
Posto je veza izmedju jacina polja E, B i potencijala @, A data preko
izvoda, potencijali nisu jednozna¢no odredjeni ja¢inama polja. Iste vrednosti
polja kao ®, A daju potencijali ®', A’ definisani sa

/ 8X A7 1

o :<I>—|—E, A=A —cgrad y, (1.41)
za proizvoljnu funkciju x(7,t). Ovakve transformacije potencijala nazivaju
se gradijentne (‘gauge’) transformacije, i poSto ne menjaju fizicki opserv-
abilno elektri¢no i magnetno polje predstavljaju simetriju u teoriji.

Odredi¢emo resenja Maxwell-ovih jednac¢ina u vakuumu kada je p = 0 i

j = 0. Rotor jednacine (1.38) daje

- 1 0B . - 1 0B
rot rot £ + —rot — = grad divE — AFE + -rot — =0,
c ot c ot
dok je parcijalni izvod od (1.39) po vremenu
0B _19°E _
ot cotz

Iz poslednje dve jednac¢ine dobijamo da elektri¢no polje u vakuumu zadovol-
java talasnu jednacinu

1 9°E S

Talasna jednac¢ina ima u principu mnogo reSenja. Kad se resava u jednoj
prostornoj dimenziji za skalarno polje ¢

1 0% 0%
2o a2 (1.43)

njeno opste resenje je

Oa,t) = F(t =) +glt+ ), (1.44)
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i predstavlja linearnu kombinaciju dve proizvoljne funkcije (dva profila ili
talasna paketa) f ig. Talas f se krec¢e duz z-ose u pozitivhom smeru brzinom
¢, a talas g u negativnom smeru z-ose istom brzinom: u ovo mozemo da se
uverimo posmatrajudi talasni front, odnosno proizvoljnu tacku fy na profilu
funkcije f, recimo jedan maksimum. Vrednost f(t—%2) = fy = const imaju
sve tacke u prostoru za koje vazi t — % =const, tj. © = ¢t — ¢ - const, §to
znaci da se tacka fy kre¢e duz x-ose brzinom c.

I u slu¢éaju kada ne mozemo da odredimo, na jednostavan nacin, opste
resenje, za linearne jednacine postoje sistematski metodi kako se ono nalazi.
Da bismo resili (1.42) naéi ¢emo prvo njena partikularna resenja. Posto
jednacina ima konstantne koeficijente reSenja su eksponencijalne funkcije,

—

E = Byeikr—wt) (1.45)

a uslov (1.42) implicira da frekvenca w i talasni vektor k nisu nezavisni veé
vazi

w? = 2K (1.46)
Veza izmedju talasnog broja i frekvence naziva se disperziona relacija, a
reSenje (1.45) zove se ravan monohromatski talas. Talas je monohromatski
jer ima odredjenu frekvencu w a ravan jer je njegov talasni front ravan u
trodimenzionom prostoru, k-7 — wt =const. Ova ravan je ortogonalna na
pravac prostiranja talasa koji je dat talasnim vektorom k. Talasna duzina
talasa je

=TT (1.47)

a Ey je njegova amplituda.
Osim (1.42) imamo ostale tri Maxwell-ove jednacine koje dodatno odred-
juju reSenje. Iz njih dobijamo

k-Ey=0 (1.48)

B= i% « B = By elFr-st) (1.49)

Talasni vektor je ortogonalan na elektricno i magnetno polje pa su elektro-
magnetni talasi transverzalni.

Treba mozda napomenuti da je zapis ravnog talasa (1.45), mada uobica-
jen, na izvestan nacin formalan jer eksponencijalna funkcija imaginarnog ar-
gumenta e = cosy+isiny ima kompleksne vrednosti a znamo da su polja
E i B realna: u stvari, implicitno se podrazumeva da je reSenje za polje E re-
alni (ili imaginarni) deo resenja (1.45). U kvantnoj mehanici bi¢e drugacije:
talasne funkcije su nuzno kompleksne funkcije realnih promenljivih pa zbog
toga nisu direktno opservabilne odnosno merljive.

Posto su Maxwell-ove jednacine linearne, njihovo opste reSenje je zbir
partikularnih resenja, ravnih talasa. (U jednostavnom slu¢aju sabiranja dva
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ravna talasa to nazivamo interferencijom.) Koeficijenti u zbiru su proizvoljni,
a u svakom konkretnom problemu zadati su (tj. mogu se odrediti) vrednos-
tima polja na granici ili u beskonaé¢nosti, tzv. grani¢nim uslovima. Opste
reSenje za elektri¢no polje je

—

B(Ft) = / B By eilFr=en) (1.50)

gde je w = c|la, a EO(E) je amplituda ravnog talasa talasnog broja k.
Linearnost Maxwell-ovih jednacina tj. osobina da je zbir dva ili viSe reSenja
opet resenje (= fizicki moguéa konfiguracija) je fenomenoloski veoma vazna
i omoguéava da se opiSu pojave interferencije i difrakcije svetlosti. Zapravo,
obrnuto: Cinjenica da interferencija i difrakcija postoje u prirodi ukazuje da
su jednacine koje opisuju prostiranje svetlosti linearne.

Vazna karakteristika elektromagnetnog polja je njegova energija. Moze
se pokazati da je gustina energije elektromagnetnog polja data sa

1 = .
£=_—(E*+ B?), (1.51)
8T
odnosno da je energija
1 —, —,
E=_— /d?’r (E* + B?). (1.52)
8

U slucaju ravnog talasa lako se dobija

1"2

E=—E;.
40 0

(1.53)
Gustina energije je proporcionalna kvadratu amplitude, kao kod harmoni-
jskog oscilatora, a ne zavisi od frekvence, talasnog broja ili brzine talasa.

1.4 INTERFERENCIJA

Jedan od eksperimenata koji najjasnije karakterisu talasno ponasanje svet-
losti je Young-ov interferencioni eksperiment na dva otvora (1801, 1803); po-
java interferencije vidi se naravno kod drugih vrsta talasa. Njegov uzbudljiv
prikaz moze se naé¢i u Feynman-ovom opstem kursu fizike*: mi éemo ga
opisati ukratko, uglavnom da bismo prodiskutovali kona¢ne formule.
U eksperimentu je monohromatski izvor svetlosti Z frekvence w postavl-
jen ispred zaklona na kome psu dva linijska otvora, proreza 1i 2, ’ Slika: interferencija na dva otv
na medjusobnom rastojanju d. Svetlost prolazi kroz otvore i detektuje se na
ekranu koji je na rastojanju [ > d od zaklona.

4 The Feynman Lectures on Physics, R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, Addison
Wesley, 1970.
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Posto su tacke 1 i 2 na istom talasnom frontu talasa koji dolazi iz
izvora, elektromagnetno polje u ovim tackama ima isti fazu. U skladu sa
Huygens-ovim principom (koji u stvari odrazava linearnost Maxwell-ovih
jednaégina) svaki od otvora je izvor ‘sekundarnih talasa’ iste frekvence i faze.
Izracunajmo koliko je elektri¢no polje E u tacki ekrana koja je oznacena sa
y na slici. Ovo polje je zbir polja E, prvog i E» drugog elektromagnetnog
talasa. Talasi koje sabiramo zapravo nisu ravni talasi nego su priblizno
cilindri¢ni, ali ta ¢injenica nije ovde toliko bitna jer slabljenje amplitude sa
rastojanjem daje efekte viSeg reda i moze se zanemariti. Dakle, imamo

Ey = Egsin(kry —wt),  Ey = Egsin(kry — wt), (1.54)

gde sa slike vidimo da su rastojanja r1 i 79 jednaka

d d
=P+ -5)? =P+ (1.55)
Prema tome, ukupno elektri¢no polje je
— — k - k k - 2 t - k: -
E = 2Ejcos (rz = 11) sin 14 + ;2 Y 2Ej cos kra =) sin(kr—wt),
(1.56)

a razlika A = k(ro — r1) u uslovima kada je d malo (1> d,y), sa taénoséu
do prvog reda je

A = k(rs — 1) :kz(\/1+(3l/+jl)2— \/1+(3;—d)2) - 27”% (1.57)

koriste¢i k = 27” . Iz formule za polje E vidi se da se talasi pojacavaju

odnosno konstruktivno interferferisu kada je | cos %] =11 tada se na ekranu
pojavljuju svetle pruge:
A Al

— =nm, tj. y=-gn (1.58)

U slucaju destruktivne interferencija imamo tamne pruge na rastojanjima

y = %(n—i—l) (1.59)

2
U centru ekrana y = 0, je svetla pruga.

Jasno je da kada bi izvor Z u eksperimentu sa istom geometrijom emi-
tovao cCestice, na ekranu bi se dobila drugacija slika: dve svetle pruge na
mestima preseka pravih 77 i Zo i ravni ekrana; naravno, u sredini ekrana
bilo bi zatamnjenje. To je zato Sto Cestice putuju pravolinijski i njihova
putanja je dobro lokalizovana, dok se talasi prostiru u celom prostoru i u
svim tackama interferiraju. Pojava interferencije vidi se i u mnogim drugim
fizickim situacijama, na primer kada imamo viSe otvora: slucaj difrakcije na
resetki bi¢e nam vazan kasnije.
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1.5 ZRACENJE CRNOG TELA

Posle ovog pregleda nekih vaznih pojmova klasi¢ne fizike preé¢i ¢emo u nared-
nim poglavljima na opis eksperimenata sa kraja devetnaestog veka koji
su doveli do novih ideja i radikalno promenili klasi¢ni opis prirode®. U
pokuSajima da se postojeéi fizicki koncepti usklade sa rezultatima eksperi-
menata izdvojile su se dve vazne ideje: prva je ideja kvantovanja, odnosno
ideja da njutnovska neprekidnost fizickih pojava i procesa nije univerzalna i
da postoje veli¢ine ¢ije izmerene vrednosti mogu biti samo diskretne. Druga
ideja je da se pojmovi Cestice (materijalne tacke) i polja (talasa) ne mogu
uvek tac¢no razgraniciti, pa je na ‘veoma malim’ rastojanjima stanje tackaste
Cestice zapravo korektnije opisati ‘talasnom funkcijom’ koja ima atribute
fizickog polja.

Pocetemo od eksperimenata o osobinama zracenja crnog tela. Svako telo
na temperaturi veéoj od apsolutne nule zraci energiju i to preko elektromag-
netnih talasa. Koli¢ina emitovane energije zavisi od povrsine tela i raste sa
temperaturom. 1879. Stefan je empirijski odredio ovu zavisnost: ukupna
izraCena energija u jedinici vremena po jedinici povrsine je

UT) =eoT? (1.60)

i dobija se kao zbir doprinosa elektromagnetnih talasa svih frekvenci odnosno
svih talasnih duzina,

UT) = /0 " () dw = /0 T u(N)dA (1.61)

Velicina € je konstanta izmedju 0 i 1 i naziva se emisivnost, a zavisi od
osobina povrsine tela: telo sa € = 1 je apsolutno crno telo. o je Stefan-
Boltzmann-ova konstanta, ¢ = 5.670 - 10~ 8Jm 2K ~4s~!. Termodinamicko
izvodjenje zakona zracenja crnog tela dao je Boltzmann 1884, a 1899. Lum-
mer i Pringsheim su eksperimentalno odredili spektralnu raspodelu zracenja
odnosno funkciju u(A).

’ Slika: Spektralna raspodela za crno telo. ‘

Problem kako da se formula (1.60) i spektralna raspodela u(\) izvedu
teorijski tj. iz mikroskopskog modela bio je za klasi¢nu fiziku neresiv.
1900. godine Rayleigh je predlozio klasi¢ni model u kome je dobio da je
uw(\) ~ A™%; ovo izvodjenje je upotpunio 1905. Jeans i ono je poznato kao
Rayleigh-Jeans-ov model. Posto je model jasan i prili¢cno jednostavan ob-
jasni¢emo ga u nekoliko koraka. Crno telo realizovano je kao kockasta met-
alna kutija u kojoj se nalazi elektromagnetno zracenje u toplotnoj ravnotezi,
na temperaturi 7. PoSto su stranice od metala, elektromagnetni talasi un-
utar kutije su stojeéi talasi: to sledi iz uslova da komponente elektri¢nog

5Veoma dobar pregled istorijskog razvoja moderne fizike dat je u knjizi R. Eisberg-a,
Fundamentals of Modern Physics, John Wiley & Sons, 1990.
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polja tangentne na stranice moraju biti nula. Ovaj uslov, primenjen na
stranice * =0, y =01 z =0 dozvoljava samo talase oblika

E = Eye ™! sin kyz sin kyy sink,z, (1.62)

a kada se primeni na preostale tri stranice kocke z =a, y =ai z = a daje
uslove sink;a = 0, sinkya = 0 i sink,a = 0 tj. dozvoljeni su samo talasi
talasnog broja

n
by = 2y = Y, = 2 (1.63)
a a a
gde su ng, ny i n. su celi brojevi, odnosno talasi frekvence
2,2
2 _CT 9 2 2
W= (ng +ny +n3). (1.64)

U k-prostoru (u koordinatnom sistemu ¢ije su ose kg, ky i k.) frekvence

stoje¢ih talasa su tacke odredjene trojkama celih brojeva (ng,ny,n.) koje

leze na kvadratnoj reSetki; ‘gustina’ tacaka je (%)3 Medjutim, za svaku

od tih frekvenci energija talasa moze biti proizvoljna jer, kao §to smo videli,
ona zavisi samo od amplitude talasa E"g

U elektrodinamici se pokazuje da je elektromagnetno polje u vakuumu
ekvivalentno sistemu neinteragujuéih oscilatora razlicitih frekvenci. Zato je
u stanju termodinamicke ravnoteze funkcija raspodele po energiji Boltzmann-
ova raspodela. Srednja vrednost energije za talase fiksirane frekvence w
dobija se usrednjavanjem,

Jo° Ee PEdE d ~ iE 1

i kao §to vidimo ista je za sve vrednosti frekvenci. Energija koja se izraci u
opsegu frekvenci (w,w + dw) data je sa

du = u(w)dw = ~—+ N(w)dw, (1.66)
gde je N(w)dw broj talasa frekvence w a V' zapremina crnog tela. Posto je
zbog grani¢nog uslova (1.63) broj talasa proporcionalan broju celobrojnih
taCaka u k-prostoru, u opsegu frekvenci izmedju w i w+dw ima onoliko talasa
koliko ih ima u sfernom sloju polupreénika w i debljine dw tj. u njegovoj
osmini jer je w pozitivan broj pa nam treba samo deo sfere u prvom oktantu.
Dakle,

Slika: RJ model|

1
N (w)dw = £ 4me’de (%)3 2= (%)%uﬂdw. (1.67)
U poslednjoj formuli smo geometrijski rezultat pomnozili sa 2 jer elektro-

magnetni talas date frekvence i talasnog broja ima dve polarizacije tj. dva
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stepena slobode. Koristeéi da je zapremina V = a3, za spektralnu raspodelu
dobijamo

w?dw
Ako sa promenljive w predjemo na talasnu duzinu \ = % , imamo
dA
du = u(A)d\ = 8wkT N (1.69)

Dobijena spektralna raspodela ne samo da se ocigledno ne slaze sa eksper-
imentalnom krivom, nego bi za ukupnu izracenu energiju dala beskona¢nu
vrednost (koja uz to linearno zavisi od temperature):

UT) = / u(w)dw = 23/ wldw = 0o - kT (1.70)
0 T™C Jo
U svoje vreme ovaj rezultat je nazvan ultraljubicasta katastrofa, jer inte-
gral energije (1.70) divergira u gornjoj granici w — oo, odnosno za velike
vrednosti frekvenci.

Modernim jezikom kvantne teorije polja rekli bismo da integral (1.70)
treba da se ‘regularizuje’. Neka vrsta regularizacije i bila je u osnovi Planck-
ove ideje: da se srednja vrednost (F,,) modifikuje tako da ukupna energija
bude kona¢na. Planck-ova hipoteza iz 1901. dobila je naziv Postulat o
kvantovanju i glasi:

7ZA FIZICKI ENTITET KOJI VRSI HARMONIJSKO OSCILOVANJE FREKVENCOM
w JEDINE DOZVOLJENE VREDNOSTI ENERGLJE SU nhw, GDE JE n PRIRODAN
BROJ A hh = 1.054 - 1073%Js JE KONSTANTA.

Kada se uvede ovakva pretpostavka jasno je da se usrednjavanje energije u
formuli (1.65) umesto po kontinualnim vrednostima od 0 do co vr$i po nizu
jednako udaljenih tacaka. Posto je vrednost konstante h mala i rastojanja
izmedju tacaka, hw, su vrlo mala (sem naravno kad w — o0), tako da je
ovakva zamena u nekom smislu opravdana. Za srednju vrednost energije
oscilatora frekvence w se pod ovom pretpostavkom dobija

S0 nhweFnhw d N Gn fw
Eu.) — = ——1] Bn = —— 1.71
(Bl = S mm— ~ ~gglB 2. oo (LT

pri ¢emu se u izracunavanju koristi da je suma geometrijskog reda

l+at+a*+- = ;
1-a

za |a| < 1. U klasi¢nom limesu 7" — oo odnosno [ — 0 priblizno je

P =1+ Bhw,
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pa je (E,) = % = kT: dobija se klasi¢ni rezultat (1.65). Koriste¢i izraz
(1.67) za broj oscilatora N(w), za spektralnu raspodelu dobija se Planck-
ova raspodela

2
w hw
Koristeé¢i Planck-ovu raspodelu za ukupnu izracenu energiju imamo
h KT © p3dx Kt ot
UT) = dw = — ) = —T% (173
(T) /u(w) “ 71203< h ) /0 e* —1 7w2c3h3 15 (1.73)

Vrednost odredjenog integrala je 7{—;. Kada se u formulu (1.73) zamene

numericke vrednosti konstanti k, h, ¢ i 7, za koeficijent proporcionalnosti
izmedju U i T* dobija se upravo eksperimentalna vrednost Stefan-Boltz-
mann-ove konstante o.

1.6 FOTOEFEKT

Fotoefekt je otkrio Hertz 1887. U drugoj polovini devetnaestog veka vrsen je
veliki broj eksperimenata u kojima je ispitivan prolazak elektri¢ne struje kroz
katodnu cev: katodna cev je staklena cev sa dve elektrode ispunjena razred-
jenim gasom. Posebno vazno otkri¢e bilo je da se u cevi pri veoma niskim
pritiscima odnosno u vakuumu detektuju ‘katodni zraci’, karakteristi¢ni po
tome Sto stvaraju senku na suprotnom zidu cevi i skreéu u elektriénom
polju. Perrin je 1895. pretpostavio da su katodni zraci u stvari naelek-
trisane Cestice, sto je 1897. dokazao J.J. Thomson precizno im izmerivsi
odnos naelektrisanja i mase, -, pri cemu je dobio rezultat 1836 puta veci
nego kod jonizovanog vodonikovog atoma: ovo otkrié¢e bilo je u stvari otkrice
elektrona.

U Hertz-ovom eksperimentu, katoda u katodnoj cevi osvetljavana je ul-
traljubic¢astim zracima, a merena je struja kroz cev. Posto efekat postoji i
kada je u cevi vakuum pretpostavljeno je da su nosioci struje elektroni izbi-
jeni iz katode, a to je Lenard 1900. godine i potvrdio merenjem odnosa -=.
Zavisnost struje koja se meri od napona izmedju elektroda data je na slici:

Slika: Fotoefekt, j(V) ‘ struja prakti¢no ne zavisi od napona osim za nje-

gove negativne vrednosti, a anulira se pri vrednosti V = —Vj;,4.. To znaéi
da elektroni u trenutku kada su izbijeni iz katode imaju nenultu kineticku
energiju ¢ija maksimalna vrednost iznosi Eiq. = €Vmpax. Osim toga, mada
je za V > 0 struja proporcionalna intenzitetu upadnog zracenja, Fy,q; od
intenziteta zracenja uopSte ne zavisi.

I u ovom slucaju relativno lako se vidi da klasi¢na teorija elektromag-
netnog zrac¢enja ne moze da da objasnjenje eksperimentalnih rezultata. Kao
§to smo rekli, klasicno gledano energija koju nosi elektromagnetni talas je
proporcionalna kvadratu njegove amplitude odnosno intenzitetu svetlosti:
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prema tome i karakteristicna energija FE,,q; trebalo bi da zavisi od inten-
ziteta zraCenja, $to se u eksperimentu ne dobija. Detaljniji racun pokazuje
da bi u klasiénom opisu trebalo da postoji i drugi efekat: posto energija elek-
tromagnetnog talasa nije lokalizovana, njen prenos na elektrone nije trenutan
nego je potrebno izvesno vreme — za uslove u opisanom eksperimentu to je
oko 1 ili 2 minuta, $to nije opservirano.

Objasnjenje fotoefekta dao je 1905. Einstein razvijaju¢i Planck-ovu
hipotezu o energiji elektromagnetnih talasa. On je pretpostavio da se

SVETLOST BRZINOM ¢ PRENOSI U DELICIMA ILI SVETLOSNIM KVANTIMA
KOJI SU LOKALIZOVANI I NOSE ENERGIJU Hw.

U sudaru sa katodom energija fotona se gotovo trenutno apsorbuje i prenosi
na elektrone; ukoliko foton interaguje samo sa jednim elektronom iz zakona
odrzanja energije imamo
1 1
hw = A+ §mvmam2, —mu?

2 max

= eVinaz (1.74)

gde je A ‘izlazni rad’ elektrona tj. potencijalna energija kojom je elektron
vezan u kristalnu reSetku katode. Jednacina (1.74) je ¢uvena Einstein-ova
jednacina fotoefekta.

Einstein-ova teorija izmedju ostalog predvidja linearnu zavisnost izmedju
FEpae 1 frekvence upadnog zracenja w:

Bz = hw — A.

Slika: Fotoefekt 2, F(w) ‘ Ovu zavisnost je 1916. eksperimentalno prove-

rio i potvrdio Millikan, i to je bio jedan od velikih trijumfa kvantne teorije.
Takodje, odredjivanjem koeficijenta pravca prave na grafiku Millikan je izme-
rio Planck-ovu konstantu & koja se do na eksperimentalnu gresku poklopila
sa odranije poznatom vrednoscéu.

Kvantima svetlosti Lewis je 1926. dao ime fotoni. Interesantno je da
se podsetimo je prva teorija svetlosti (Descartes 1637, Newton 1704) koja
je opisivala geometrijsku optiku takodje bila korpuskularna. Ova teorija je
dominirala do otkri¢a pojave interferencije i Young-ovog eksperimenta 1801,
a tokom devetnaestog veka bila potpuno napustena. Ni sam Planck po svoj
prilici nije verovao u ¢esti¢nu prirodu svetlosti i u Einstein-ovu smelu fizicku
interpretaciju, nego je formulu E = hw smatrao za tehnicki korak ¢iji fizicki

smisao tek treba da se razume®.

1.7 COMPTON-OV EFEKT

Einstein-ovo objasnjenje fotoefekta po kome se energija elektromagnetnog
talasa predaje u procesu sudara elektrona sa fotonom mnogi fizicari nisu

6J05 jedan izuzetan pregled sa detaljnim uvidom u razvoj matematickih ideja dat je u
knjizi G. G. Emch-a, Mathematical and Conceptual Foundations of 20th-Century Physics,
North-Holland, 1984.
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mogli da prihvate jer je ovo objasnjenje zapravo odustajanje od klasi¢ne
teorije zracenja: kvanti svetlosti ponaSaju se kao cestice. Korpuskularna
priroda svetlosti je konaéno potvrdjena otkri¢em i objasnjenjem Compton-
ovog efekta, u kome se fotonima pripisuje ne samo energija E = Aw nego
i impuls p ¢ija je vrednost, u skladu sa specijalnom teorijom relativnosti,
p=2L£=nk
Compton-ov eksperiment iz 1923. sastojao se u merenju otklona snopa
X-zraka pri prolasku kroz tanki list metala. Eksperimentalno dobijena veza
izmedju talasne duzine A upadnog X-zraka i talasne duzine )\ zraka rase-
janog pod uglom 6 je
N — X = Xo(1 — cosh). (1.75)

Ova veza ne zavisi od vrste metala na kome se X-zraci rasejavaju, $to ukazuje
da zraCenje ne interaguje sa atomima metala; sem toga, konstanta Ac,
Compton-ova talasna duzina, ne zavisi od frekvence odnosno talasne duzine
X-zraka.

Compton je pretpostavio da je proces koji se desava u metalu zapravo
sudar fotona sa elektronom koji je priblizno u mirovanju. Ova pretpostavka
je opravdana jer, kao §to smo videli, tipicne energije vezivanja elektrona u
metalu su reda veli¢ine energija ultraljubicastog zracenja odnosno za neko-
liko redova veli¢ine manje od energije X-zraka. OznacCimo dakle energiju
upadnog fotona sa hw: posto se fotoni kre¢u brzinom svetlosti njihova masa
mirovanja je nula, a impuls je jednak hk gde je k talasni broj. Sudar fotona
sa elektronom je elasti¢an odnosno u njemu se odrzavaju energija i impuls, i
naravno, relativisticki. Elektron ima masu m i pre sudara sa fotonom miruje,
kao na slici. | Sli¢ica za Compton-ovo rasejanje. ‘ Oznac¢imo energiju i im-

puls fotona posle sudara sa hAw’ i Rk , impuls elektrona posle sudara sa p’,
a uglove rasejanja fotona i elektrona sa 6 i . Zakoni odrzanja glase

fiw + mc? = hw' + /p?c2 + m2ch,
Bk = hE + 7, . hk = hk' cos 0 + p/ cos
0 = hk'sinf — p' sin .
Resavanjem ove tri jednacine tj. eliminacijom ugla ¢ i impulsa p’ dobijamo

1 1 h
JZZ—FW(I—COSH), (1.76)

sto daje formulu (1.75) kad se sa frekvenci predje na talasne duzine. Pri
tome je A\g = % =0.243 - 10~ "'m, u skladu sa eksperimentalno dobijenom
vrednoséu. U kasnijim eksperimentima (Bothe i Wilson 1923, Bothe i Geiger
1925, Bless 1927.) opservirani su i sami elektroni posle sudara sa fotonom i
merena je njihova energija; takodje je potvrdjeno da se elektron pojavljuje

istovremeno sa rasejanim fotonom tj. da je sudar ‘trenutan’.
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Fotoefekt i Compton-ov efekt ukazuju na to da je priroda elektromag-
netnog zracenja ‘dualna’: u ovim eksperimentima detektuju se kvanti svet-
losti koji su prostorno lokalizovani tj. ponasaju se kao ¢estice odredjene en-
ergije i impulsa. Sa druge strane u brojnim ranijim merenjima koji datiraju
jos od Young-ovog interferencionog eksperimenta iz 1803. dobro su i detaljno
proverene talasne osobine svetlosti. Kao sto ¢emo videti, slicna dualnost u
ponasanju uskoro je otkrivena i kod materijalnih Cestica, tj. pronadjeno je
da se u nekim situacijama materijalne Cestice ponasaju kao talasi.

1.8 LINIJSKI SPEKTRI I MODEL ATOMA

Krajem devetnaestog veka intenzivno su ispitivani i mereni i atomski spek-
tri. Tipi¢na eksperimentalna aparatura kojom se odredjuje emisioni spektar
sastoji se od staklene cevi ispunjene jednoatomskim gasom kroz koju se
vrsi elektricno praznjenje, ¢ime se gasu predaje energija. U procesu relak-
sacije atomi gasa emituju elektromagnetno zracenje: zracenje se razlaze po
frekvencama i odgovarajuéi spektar se snima.

Najvazniji fenomen koji se uocava je da su spektri atoma linijski a ne
kontinualni. Svaki hemijski element ima svoj karakteristican spektar, a linije
u spektru grupisu se u serije i zguSnjavaju do tzv. granice serije. Najjed-
nostavniji spektar ima vodonik: pokusSavajuéi da opiSe njegovu strukturu
Balmer (veliki ljubitelj numerologije) je 1885. nasao empirijsku formulu za
talasne duzine grupe linija u vidljivom delu vodonikovog spektra koja glasi

2

A = 3646
nZz —4’

(1.77)

kada se talasne duzine mere u angstremima, A=10"1"m. Broj n je prirodan
broj i n > 3. Istrazujuéi dalje, Rydberg je 1890. ovu formulu napisao u

pogodnijem obliku
1 1 1

xRl =)

gde je Ry = 1.097 - 107m~! Rydberg-ova konstanta za vodonik. Primen-
jujuéi Ritz-ov rekombinacioni princip (1908) koji kaze da se frekvence novih
spektralnih linija mogu dobiti kao zbir ili razlika frekvenci postojecih linija,
Rydberg-ova formula moze da se uopsti,

1 1 1

(1.78)

i tada opisuje i ostale serije u vodonikovom spektru (Lyman-ovu, Paschen-
ovu, Brackett-ovu, Pfund-ovu). Za alkalne elemente spektralne formule
imaju sli¢cnu strukturu,

v (G ) 0
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Formula (1.79) izgleda toliko jednostavno da se namece ideja da ona u sebi
sadrzi neki fundamentalni fizicki zakon. Prvi korak u njenom objasnjenju
bilo je razumevanje strukture vodonikovog atoma.

Od Thomson-ovog otkri¢a elektrona postalo je jasno da se atomi sastoje
od elektrona i, posto su elektri¢no neutralni, od pozitivno naelektrisanog os-
tatka. Ovo je potvrdjeno u eksperimentima rasejanja X-zraka na atomima
(Barkla 1909) u kojima je utvrdjeno da je broj elektrona u atomu, Z, pri-
blizno jednak polovini atomske mase. Prva, Thomson-ova pretpostavka bila
je da je pozitivno naelektrisanje manje-vise uniformno rasporedjeno u atomu
i taj model je ispitivan u eksperimentima rasejanja a-¢estica na tankim met-
alnim listovima (Rutherford 1909). Analizirajuéi rezultate eksperimenta
Rutherford je zaklju¢io da se oni ne slazu sa Thomson-ovim modelom, jer
model predvidja da je broj cestica rasejanih pod velikim uglovima (veéim
od 7/2) toliko mali da prakti¢no ne bi trebalo da budu detektovane, §to u
eksperimentu nije bio slucaj. Rutherford je pretpostavio da je svo pozitivno
naelektrisanje (a time i masa) skoncentrisano u centru, “jezgru” atoma i
izracunao diferencijalni presek rasejanja a-¢estica u Coulomb-ovom elektro-
statickom polju jezgra. Dobio je izraz

2.4

do 27 1 (1.81)
dQ  4m2vt gint g

tzv. Rutherford-ovu formulu: ovom izrazu 0 je ugao rasejanja, a v brzina
upadnog snopa a-Cestica. Neposredno posle njenog izvodjenja, u eksperi-
mentima Geiger-a i Marsden-a 1911. mereno je i potvrdjeno da je efikasni
presek za rasejanje a-Cestica na atomima opisan ba$§ ovim zakonom. To
znaci da je atom skoro ‘prazan’, odnosno da je jezgro veoma malih dimenzija:
Rutherford je dimenzije jezgra (ispravno) procenio na 10~ *4m. Interesantno
je da i kvantnomehanicki ra¢un, kao $to ¢emo videti u poslednjoj glavi, daje
u vodeéem redu potpuno istu zavisnost efikasnog preseka od ugla rasejanja.
To je u neku ruku bila sreéna okolnost za fiziku jer je jednacina (1.81) navela
Rutherford-a da predlozi planetarni model atoma koji je kasnije modifiko-
vao Bohr, a Bohr-ov model bio je od klju¢nog znacaja za nastajanje kvantne
mehanike.

Rutherford-ov planetarni model atoma je jednostavan: u centru atoma
nalazi se masivno pozitivno naelektrisano jezgro oko koga kruze elektroni
kao planete oko Sunca. A odmah se moze ukazati i na nedostatak ovog
modela: elektroni, za razliku od planeta, pri kruznom kretanju oko jezgra
zrace elektromagnetne talase, i u tom procesu gube energiju. Energija elek-
trona u principu se brzo izra¢i i elektron pada na jezgro: Rutherford-ov
atom nije stabilan.

1913. Bohr je predlozio model koji ovaj osnovni problemi reSava opet na
postulativan na¢in. Model se bazira se na dve osnovne pretpostavke:

1. ELEKTRONI U ATOMU KRECU SE OKO JEZGRA PO KRUZNIM PUTAN-
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JAMA, ALI DOZVOLJENE ODNOSNO STABILNE SU SAMO ORBITE NA KOJIMA
JE MOMENT IMPULSA KVANTOVAN I IMA VREDNOSTI L = nh, GDE JE n
PRIRODAN BROJ.

2. NA OVIM STACIONARNIM PUTANJAMA ELEKTRON NE ZRACI; ZRACI
SAMO PRI PRELAZU SA JEDNE NA DRUGU ORBITU I TO FREKVENCOM
hw = E; — E¢, GDE sU E; 1 Ef ENERGIJE ELEKTRONA NA INICIJALNOJ
I FINALNOJ ORBITI.

Jednostavnim klasi¢nim ra¢unom iz Bohr-ovog modela se dobija Rydberg-
ova formula za emisioni spektar vodonika. Pri kretanju elektrona po krugu
njegovo centripetalno ubrzanje potice od elektrostaticke privlacne sile jezgra
pa imamo

mv2 62 62

=—, tj. r=

(1.82)

muv2’
To znaci da, ako je moment impulsa kvantovan, njegovoj n-toj vrednosti

L, = nhw = mr,vy,, (1.83)

odgovaraju brzina i poluprecnik

e G 2
vn:% i rn:@n =apn®, (1.84)
kao i energija
1, €2 me?
Konstanta ag = h—22 = 5.3-10""m je Bohr-ov radijus i definise red veli¢ine

me
dimenzija atoma odnosno skalu atomske fizike. Kada se u formuli (1.85)

zamene vrednosti za masu i naelektrisanje elektrona i izrac¢una razlika F,, —
E,, dobija se (1.79) kao i slaganje sa eksperimentalno izmerenom vrednoséu
Rydberg-ove konstante Rpy.

Bohr-ovi postulati ukazuju da su u prirodi osim energije kvantovane i
druge fizicke veli¢ine, i pitanje koje se prirodno namece je da li postoji neki
op$sti, teorijski princip koji ovakve fizicke veli¢ine karakterise. Posebno: da li
postoji veza izmedju Planck-ovog i Bohr-ovih postulata kvantovanja? Odgo-
varajudi princip formulisao je Sommerfeld 1915. i on se naziva Sommerfeld-
ovo pravilo:

STABILNE KVANTNE ORBITE HAMILTON-OVOG SISTEMA OPISANOG HAMIL-
TONIJANOM H (z;,p;) ZADATE SU USLOVOM

]{ pidxz; = 2mhn;, (1.86)

GDE SU n; POZITIVNI CELI BROJEVI, A INTEGRAL SE RACUNA PO JEDNOM
PERIODU KRETANJA SISTEMA.
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Lako se vidi da se Sommerfeld-ovo pravilo kvantovanja moze primeniti
na vodonikov atom. Videli smo da se u slucaju kretanja u centralnom po-
tencijalu odrzava moment impulsa, pg = L, pa ako primenimo (1.86) na
promenljive 6 i pg direktno dobijamo

?{pg df =27l = 2mhn, (1.87)

tj. L = nh. Kad se pravilo primeni na drugi par promenljivih, r i p,,
dobija se kvantovanje energije (1.85), i to ne samo za kruzne nego i za
elipti¢cne orbite (u tom slucaju r, je velika poluosa elipse). Interesantno
je da se Sommerfeld-ovo pravilo moze primeniti i na relativisticku general-
izaciju Bohr-ovog modela pri ¢emu daje eksperimentalno izmerenu tzv. finu
strukturu spektra atoma (Bohr 1915, Sommerfeld 1916) koju je eksperimen-
talno otkrio Michelson 1891. godine.

Sa druge strane, pravilo daje i kvantovanje za harmonijski oscilator. U
jednoj dimenziji energija tj. hamiltonijan oscilatora je
P’ 1 2,2

H=2 4= 1.
2m+2mwax, (1.88)

a resenje klasi¢nih jednacina kretanja,
x = acos(wt + ), p = —mwasin(wt + ¢). (1.89)

Ako uvrstimo ovo resenje u (1.86) i integralimo po jednom periodu, 7' = %’r
dobijamo

T
fpda: = / mw?a® sin?(wt + ¢)dt = ™ mwa®. (1.90)
0
Sommerfeld-ovo pravilo onda daje

mwa® = 2hn, (1.91)

a za energiju oscilatora se dobija

E= %muﬂa? = nhw, (1.92)
odnosno Planck-ova formula.

Sommerfeld-ovo pravilo imalo je i konceptualni i teorijski znacaj zato sto
je povezalo kvantovanje sa finitnim kretanjima sistema, a sem toga ukazalo
na znacaj kanonskih promenljivih. Medjutim intuitivno, za dalji razvoj ideja
kvantne mehanike mozda je bio vazniji drugi aspekt Bohr-ovog modela: ideja
o talasnoj prirodi elektrona. Naime, ako bismo elektronu na n-toj orbiti
pripisali talasnu duzinu

h  2rh
Ap = — = = (1.93)

Dn mun




28 GLAVA 1. UVERTIRA: ISTORIJSKI UVOD

vidimo da vazi

nAp = 27y, (1.94)

odnosno, na obimu kruga koji predstavlja trajektoriju elektrona nalazi se
tacno n talasnih duzina hipotetickog, elektronu pripisanog talasa. Drugim
re¢ima, kvantovanje momenta impulsa mozemo interpretirati kao uslov da su
stabilne samo one orbite na kojima je elektron stojeéi talas, a vazna osobina
stojeéih talasa je da ne prenose energiju, Sto moze da se poveze sa ¢injenicom
da na stacionarnim orbitama elektron ne zrac¢i. Iako ova interpretacija deluje
pomalo proizvoljno, moze se re¢i da Bohr-ov model sugeriSe da su estice u
nekom smislu — talasi.

1.9 TALASNO-CESTICNI DUALIZAM

De Broglie je 1924. izneo ideju da ne postoji jasna granica izmedju Cestica i
talasa: kao $to se elektromagnetnim talasima, npr. u Compton-ovom efektu
moze pripisati ¢esti¢na priroda, tako i Cestice imaju talasni karakter. Ili,
iskazano u formi postulata:

CESTICI KOJA SE KRECE SA IMPULSOM § I ENERGIJOM FE MOZE DA SE

PRIDRUZI TALAS KOJI IMA FREKVENCU w = % I TALASNI BROJ k = %, A

KRETANJE CESTICE SE PRI TOME OPISUJE KAO PROPAGACIJA TALASA.
U slucaju elektromagnetnih talasa zaista vazi w = kc odnosno E = pc. Sa
druge strane, za slobodnu nerelativisticku ¢esticu je F = % , tako da dis-
perziona relacija za slobodan ‘elektronski talas’ po de Broglie-vom postulatu
glasi ,
hk
=5 (1.95)
Zapazimo da je de Broglie pretpostavio da je jednacina kretanja cestice
neka vrsta talasne jednacine, koja osim ravnih talasa za reSenja moze imati i
talasne pakete. Talasni paket predstavlja zbir, odnosno linearnu kombinaciju
ravnih talasa koja je lokalizovana i prostorno (tako da li¢i na éesticu), i po
impulsu (tako da mozemo govoriti o njenoj brzini). Talasna jednac¢ina koja
opisuje ponaSanje Cestica zapravo je Schrodinger-ova jednaécina.

Prirodno je pretpostaviti da se talasni aspekti ponasanja materijalnih
Cestica manifestuju samo na rastojanjima koja su reda velicine de Broglie-
eve talasne duzine. Ako izracunamo ovu talasnu duzinu npr. za elektron
kineticke energije £ = 10eV, dobijamo A = 3.9 - 107 m. Ova talasna
duzina nije toliko mala da se ne bi mogla izmeriti: reda je veli¢ine medju-
atomskih rastojanja u kristalima. Zato su talasne osobine elektrona prvi put
eksperimentalno potvrdjene upravo difrakcijom elektrona na kristalima, na
kristalu nikla u eksperimentu Davisson-a i Germer-a 1927. i na kristalu zlata
u eksperimentu G. P. Thomson-a 1928. Uskoro posle toga Estermann, Frisch
i Stern dokazali su postojanje difrakcije i u rasejanju helijumovih atoma. Do
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danas su izvedeni brojni difrakcioni i interferencioni eksperimenti, ne samo
sa elektronima i neutronima nego i sa velikim (‘makroskopskim’) organ-
skim molekulima i to u (tehnicki zahtevnijoj) varijanti interferencije na dva
otvora, ¢ime je talasna priroda ¢estica mnogostruko potvrdjena.

Talasno-cesti¢cni dualizam je jedna od realizacija ‘komplementarnosti’,
pojma koji je uveo Bohr da bi neke od kvantnih fenomena opisao klasi¢nim ili
skoro-klasi¢nim jezikom, i u tom smislu nemoguce ga je na neki jednostavan
nacin objasniti. Ovaj dualizam ima precizan opis u kvantnoj teoriji polja, u
kojoj oznacava moguénost da se kvantno polje prikaze u koordinatnoj ili u
impulsnoj reprezentaciji.

1.10 SCHRODINGER-OVA JEDNACINA

Ukoliko je slobodna ¢estica koja ima masu m, impuls p’ i energiju F = %
opisana ravnim talasom
(t,7) = ' Fr=wt), (1.96)

gde su talasni vektor i frekvenca dati sa k= %, w = %, onda je najjednos-
tavnija talasna jednacina koja daje ovakvu disperzionu relaciju jednacina
ov h?

th—— =

- 1.
ot om (1.97)

jer kao §to smo videli, pri delovanju na ravan talas izvod ih% se svodi
na mnozenje sa F, a gradijent —iAV na mnozenje sa p. I u nekom, ma-
timaticki preciznijem smislu Schrodinger-ova jednacina se dobija zamenom
vektora impulsa Gestice p operatorom ﬁ’ = —thV, i ta ‘zamena’ zapravo je
‘kvantovanje’. U slu¢aju mehanike tj. sistema sa kona¢nim brojem stepeni
slobode postupak kvantovanja odnosno reprezentovanja koordinate i impulsa
operatorima je u osnovi jednoznacan. Ukoliko ¢estica nije slobodna nego se
kreée u potencijalu U (7,t), Schrodinger-ova jednac¢ina opet je ekvivalentna

. .o ~ . 2 — . .
izrazu za energiju Cestice, £ = 32— + U(7,t), i glasi

ov h?
h— = ——— AV + UV, 1.98
! ot 2m + ( )

Interesantno je napomenuti da su i Schrédinger, kao i Born i Jordan
pokusali da jednac¢inu kretanja kvantne (talasne, odnosno matri¢ne) mehanike
formulisu kao varijacioni princip analogan principu najmanjeg dejstva: danas,
medjutim znamo da to nije moguée odnosno moguce je samo formalno, jer
funkcional koji se varira fizicki nije dejstvo. Dejstvo u kvantnoj fizici ima
potpuno drugaciju i specificnu ulogu koja se najbolje vidi u funkcionalnom
formalizmu kvantne mehanike i kvantne teorije polja. Sli¢no, nije moguce ni
‘izvesti’ Schrodinger-ovu jedna¢inu: ona je osnovni zakon dinamike kvantnih
sistema koji, kao i drugi Newton-ov zakon, sledi direktno iz eksperimenta.
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1.11 ZADACI



GLAVA 2

JEDNODIMENZIONI SISTEMI

2.1 HARMONIJSKI OSCILATOR

Da bismo na neki nac¢in zaokruzili uvod i odmah pokazali kako se na tehnickom
odnosno matematickom nivou iz Schrodinger-ove jednacine dobija kvanto-
vanje i specijalno Planck-ova formula, resi¢emo jednacinu za harmonijski
oscilator. Oscilator svakako nije najjednostavniji, a nije ni istorijski prvi sis-
tem za koji je Schrodinger-ova jednaéina reSena (u svojim ¢uvenim radovima
iz 1926. Schrodinger je prvo razmatrao vodonikov atom), ali je po svoj prilici
fizicki najvazniji. Alternativni, veoma vazan i u stvari jednostavniji, opera-
torski na¢in odredjivanja stanja i energija harmonijskog oscilatora bice dat
na kraju sledece glave i tek time ¢e kvantnomehanicki opis ovog fizickog
sistema biti kompletiran.

Potencijalna energija cestice koja vrsi harmonijsko oscilovanje oko rav-
noteznog polozaja x = 0 u jednoj dimenziji je

Ux) = %mwaQ (2.1)

gde je m masa oscilatora a w njegova sopstvena frekvenca. Zapravo svaki
fizicki sistem u okolini (svakog) minimuma potencijalne energije a ponasa se
priblizno kao oscilator, jer potencijal mozemo da razvijemo u Taylor-ov red

U(z) = Ula) + % U"(a)(z — a)? + ... (2.2)

i zadrzimo samo prva dva ¢lana u razvoju koji daju najveéi doprinos. Nar-
avno, iz uslova da je a minimum sledi U’(a) =0 i U”(a) > 0. Hamiltonijan
harmonijskog oscilatora je

2

_ _ L
HfT+U—2m+2mww, (2.3)

pa Schrodinger-ova jednacina glasi

. OW(x,t) B2 0?W(z,t) 1 4 4

h—7 7 TNy W(x,t 2.4
‘ ot 2m  O0x2 + M (2,2), (2:4)

31
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gde je U(x,t) talasna funkcija koja opisuje stanje oscilatora i zavisi od jedne
prostorne koordinate i vremena.

Jednacina (2.4) nije jednostavna za reSavanje jer je parcijalna jednacina
u kojoj nezavisno promenljiva x figuriSe eksplicitno; medjutim kao i uvek,
jednacina je linearna po W¥. Zato prvo trazimo njena partikularna resenja:
neka od njih mogu da se nadju razdvajanjem promenljivih ¢ i x, tj. pret-
postavljajuéi da je funkcija W(z,t) proizvod oblika

Wl 1) = T()(). (2.5
Dele¢i sa T'(t)y(z), Schrodinger-ovu jedna¢inu mozemo da se prepisemo kao

1 dr(t)  m 1 d*@) 1 5,
T@) dt — 2m p(x) da? Tgmer (26)

i u njoj sada figuridu obi¢ni izvodi po vremenu i koordinati. PoSto leva
strana jednacine zavisi samo od promenljive ¢ a desna samo od promenljive
x a jednake su, one moraju biti jednake konstanti koju ¢emo, zbog dimenzija,
oznaciti sa F. Kasnije ¢emo videti da je E zaista vrednost energije dobijenog
stanja. Jednacina za T'(t)

ih pr ET (2.7)
je jednostavna i njeno reSenje je eksponencijalna funkcija,

T(t) = e nEt. (2.8)

Preostala jednacina za prostorni deo talasne funkcije, 1(x), zove se vremen-
ski nezavisna Schrédinger-ova jednacina. Ona je uvek komplikovanija; u
ovom slucaju glasi

mw?a?h = Eip. (2.9)

Njen oblik mozemo nesto pojednostaviti ako sve dimenzione konstante ‘spaku-
jemo’ u jednu, uvodeéi umesto x bezdimenzionu nezavisno promenljivu &,

E=/ =z (2.10)

Ako izvod po £ oznac¢imo sa 1)’ = %, (2.9) postaje

w”+<%—£2)w=o. (2.11)

Naravno, linearna smena iz x u & ne moze sustinski da uprosti Schrodinger-
ovu jednacinu. Po pravilu, diferencijalne jednacine u kvantnoj mehanici su
komplikovanije od jednacina klasicne mehanike; kod resivih sistema resenja
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se izrazavaju preko specijalnih funkcija. Ipak za neke jednostavnije klase
jednacina razradjene su metode za resavanje kao $to je Frobenius-ov metod
koji resenja daje u obliku stepenog reda. U kvantnoj mehanici ovaj metod
je pogodan jer se analizom reSenja dobijaju i uslovi kvantovanja.

Da bismo jednac¢inu (2.11) maksimalno pojednostavili, ispita¢emo prvo
osobine njenih reSenja u asimptotskim oblastima (i eventualno, u singu-
larnim tackama potencijala). Nama trebaju ‘fizicka reSenja’, i mada ovaj
termin jo§ nismo precizni definisali, on izmedju ostalog svakako znaci da
¥(x) ni u jednoj tacki ne divergira. U klasi¢noj teoriji polja ovakav za-
htev nameéemo da bi fizicke veli¢ine kao gustina energije ili impuls polja
bile u svim tackama konacne; u kvantnoj mehanici uslov kona¢nosti talasne
funkcije znacic¢e da gustina verovatnoce nalazenja cestice u svakoj tacki ima
konacénu vrednost. Posto su u (2.11) sve funkcije neprekidne, proveravamo
ponasanje reSenja samo u asimptotskim oblastima, x — oco. Za dovoljno
veliko £ je €2 > % pau (2.11) prvi ¢lan u zagradi mozemo da zanemarimo,
i jednacina postaje

P — €2 = 0. (2.12)

. . . - . .. &
Lako moze da se proveri da su asimptotska resenja ove jednacine e™ 7.

Resenje sa plusom u eksponentu divergira za £ — 400 pa ga odbacujemo i
egzaktno resenje trazimo u obliku

B(E) = 5 1(6). (2.13)

Zamenjujuéi izraz (2.13) u jedna¢inu (2.11) dobijamo da nepoznata funkcija
f(&) treba da zadovoljava

! =26f + \f =0, (2.14)
gde je
2F
A= T 1. (2.15)

Ako (2.14) uporedimo sa jednacinom (2.205), vidimo da je pg =0, g = 0 a
koreni su r = 0, 1. Razmatrac¢emo samo prvo od dva reSenja data u dodatku
jer drugo, koje u sebi sadrzi log &, divergira u £ = 0. Imamo

o
F©) = art®, (2.16)
k=0
a posto je k nemi indeks sumiranja, iz

F1€) = kap e, (2.17)
k=0

[e.o]

/&) = k(k—1)apg 2 => (k+2)(k+ Dapp2 £F, (2.18)
k=2

k=0
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zamenom u (2.14) dobijamo

oo

> ((k+ 200k + Days — (25— Nag ) € = 0. (2.19)
k=0

Ova jednakost treba da bude zadovoljena za proizvoljne vrednosti promenljive
¢ i zato svi koeficijenti uz ¥ moraju biti identi¢ki nula. Dobijamo rekurentnu
relaciju

2k — A
Q1o = ( ay (2.20)

kE+2)(k+1)
za koeficijente u razvoju ag, kojom su odredjenja resenja Schrodinger-ove
jednacine (2.14). Svi parni koeficijenti agp mogu se izraziti preko ag a
neparni preko ap, u skladu sa ¢injenicom da je (2.14) obi¢na diferencijalna
jednacina drugog reda pa njena reSenja zavise od dve konstante integracije.
Asimptotsko ponasanje funkcije f(£) sada se prenosi na ponasanje koefi-
cijenata ap za k — oo: proveri¢emo ga ponovo. Za velike, parne na primer
stepene, iz rekurentne relacije (2.20) priblizno dobijamo

4k — A 1 1

2 o )2k D) T e 1T T ey 1)

ap.  (2.21)

Ovako se ponasaju koeficijenta u razvoju funkcije e’ Ovaj zakljucak u
stvari nije iznenadjujudi i znaci da dobijeno ukupno resenje ima asimptotiku
_&2 IS

Y(E)~e zed =e7, (2.22)
odnosno to je bas resenje koje smo smenom (2.13) hteli da odbacimo kao
nefizicko. Ali nas postupak reSavanja daje i fizicka reSenja Schrodinger-
ove jednacine: ona se dobijaju ako se red (2.16) prekine na nekoj konacénoj
vrednosti indeksa n pa funkcija f(§) postane polinom; naravno, koeficijenti
polinoma zadovoljavaju (2.20). Ovakva resenja u beskona¢nosti konvergiraju
jer eksponent brze opada nego $to polinomijalna funkcija raste. Lako se vidi
da uslov

tniz =0 (2.23)
‘odseca’ red (2.16) na n-tom clanu, jer su zbog (2.20) zajedno sa apt2 i
svi sledeé¢i koeficijenti an44, anyg, ... nula. To jest, svi koeficijenti iste

parnosti: da bi se red sveo na polinom treba dodatno da pretpostavimo da
su svi koeficijenti suprotne parnosti nula (dva uslova oblika (2.23) za razli¢ito
n bila bi kontradiktorna). Na primer, za parno n uz (2.23) uzimamo i da je
a1 = 0, Sto povlaci da su svi neparni koeficijenti agr+1 = 0.

Dobili smo, dakle, beskona¢no mnogo resenja Schrodinger-ove jednacine.
Za svaki prirodan broj uslov (2.23) i rekurentna relacija (2.20) definisu jedan
polinom stepena n, H,(§), i odgovarajuéu talasnu funkciju

Un(€) = Ay e Ho(6). (2.24)
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Polinomi H,,(§) zovu se Hermité-ovi polinomi i kao §to smo videli, parni su ili
neparni. Osim stepena polinoma n uslov (2.23) fiksira i vrednost konstante
A odnosno E:

1
Ey=(n+3)hw,  n=012.. . (2.25)

Zmaci, energija ne moze biti proizvoljna nego je kvantovana odnosno ima
diskretne vrednosti. Do na sabirak hw/2 to su upravo vrednosti koje je
Planck postulirao 1901. Stanje najnize energije ¥o(x) dobija se za n =0 i
zove se osnovno stanje. Njemu odgovara talasna funkcija koja je Gauss-ov
paket, jer je polinom nultog stepena Hy(&)=const:

2
vo() = Me S, By= % huw. (2.26)

Treba da zapazimo da ni u osnovnom stanju energija harmonijskog oscilatora
nije nula: to je, kako ¢emo videti kasnije, u skladu sa Heisenberg-ovim relaci-
jama neodredjenosti, a razli¢ito od ponasanja klasi¢nog oscilatora. Sledece
stanje po energiji, prvo pobudjeno stanje je

2
h(O)=(m) e T, Bi=h (2.27)
a drugo pobudjeno stanje dato je sa
2
Pa(€) = (64m) /4 (462 — 1) e—%, E, = ghw (2.28)

’ Slika: prve tri svojstvene funkcije za HO ‘

’ Slika: spektar energije HO ‘

Skup dozvoljenih vrednosti energije (ili bilo koje druge fizicke veli¢ine)
naziva se spektar: u sluc¢aju harmonijskog oscilatora spektar energije je skup
ekvidistantnih tacaka (2.25) dat na slici. Brojne vrednosti konstanti normi-
ranja A, date su u dodatku, kao i neke od osobina Hermité-ovih polinoma.

2.2 VREMENSKI NEZAVISNA SCHRODINGER-OVA
JEDNACINA

Na primeru reSavanja Schrodinger-ove jednacine za harmonijski oscilator
uveli smo nekoliko opstih postupaka koji se cesto koriste. Jedan od njih je
razdvajanje vremenske promenljive od prostornih u Schrodinger-ovoj jed-
nacini i ono uvek moze da se primeni kada je sistem konzervativan, tj.
kada hamiltonijan ne zavisi eksplicitno od vremena. Izves¢emo ga ukratko
u opstem slucaju. Neka je hamiltonijan jednocesti¢nog sistema dat sa

Ho Py U(7). (2.29)

- 2m
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Schrodinger-ova jednacina za ovaj sistem glasi

ov h?
th— =——AUV+ UMY 2.30
pri cemu talasna funkcija zavisi od vremena i prostornih koordinata, ¥ =
U(7,t). Posto potencijalna energija ne zavisi od vremena mozemo naéi par-

tikularna resenja oblika

U(7,t) = T(t)(r). (2.31)
Uvodjenjem smene (2.31) dobijamo
2
in T () = 20 A + TO U, (23)

odnosno
ih dT'(t) R% A (F)
T(t) dt — 2m ()
U poslednjoj formuli promenljive su razdvojene i jednac¢ina moze da bude
tacna samo ako su leva i desna strana jednake (istoj) konstanti. Znadi,
polazna diferencijalna jednacina (2.30) pretvara se u dve od kojih je jedna

obicna,

+U®). (2.33)

dT'(t) i
— = ——= FET(t), 2.34
2 =2 BT() (2:34)
a druga ostaje parcijalna jednacina po koordinatama ali ne sadrzi vreme: to
je vremenski nezavisna Schrodinger-ova jednacina:!
h2
— S A+ U() = B, (2:35)
Kao sto smo ranije pomenuli, izrazu —gz—mA odgovara kineticka energija, tako
da se (2.35) moze pisati i kao

Hy = Ei (2.36)

iz cega se vidi da konstanta E ima smisao ukupne energije. U algebarskoj
terminologiji (2.36) je svojstveni problem hamiltonijana ali ovo ¢emo de-
taljnije objasniti u sledec¢oj glavi.

Od para razdvojenih jednacina prva je jednostavna i njeno resenje je

T(t) = e H 5. (2.37)

Druga, vremenski nezavisna Schrédinger-ova jednacina zavisi od oblika po-
tencijala U(7), tako da ne moze da se resi dok ne preciziramo potencijal.
Ako oznac¢imo njeno resenje sa ¢ g(7), dobijamo

V(R t) = e 7B p(F), (2.38)

i u narodu poznatija kao stacionarna Schrédinger-ova jednacina, kako kaze Damir
Ribié, student iz Sipova.
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partikularno resenje koje opisuje stanje kvantnog sistema fiksirane energije
E. Ovo stanje je stacionarno: njegova celokupna promena sa vremenom
ogleda se iskljuc¢ivo u promeni faznog faktora e wP 5to kao §to ¢emo kasnije
videti ne menja nijednu od fizi¢ki opservabilnih veli¢ina.

Opste reSenje Schrodinger-ove jednacine je linearna kombinacija partiku-
larnih resenja,

W) = ene 5Py, (7) + / cp e 7B (i) dE. (2.39)

Ono zavisi od vremena odnosno nije stacionarno jer su fazni faktori u sumi
razliciti. U izrazu (2.39) imamo dve vrste ‘sabiranja’ resenja: u prvom
sabirku to je po indeksu n, kada su vrednosti energije E,,, kao kod harmoni-
jskog oscilatora, diskretne. Moze medjutim da se desi da vrednosti u spektru
energije budu i kontinualne (ili samo kontinualne, na primer kod slobodne
Cestice), i tada je linearna kombinacija talasnih funkcija g u stvari inte-
gral po dE. U opstem resenju konstante ¢, i cg koje daju relativni udeo
pojedinih sabiraka su proizvoljne. One su odredjene pocetnim uslovom,
stanjem sistema u nekom zadatom trenutku npr. u ¢ = 0. Cinjenica da se
iz. proizvoljnog pocetnog stanja ¥ (7),

YA = V(7 0) = > enthal) + / cpp(7) dE, (2.40)

mogu jednoznacno odrediti koeficijenti u razvoju ¢, i cg je veoma netriv-
ijalan matematicki iskaz koji pre svega zahteva da bude preciznije defin-
isan: ova formula odgovara, u linearnoj algebri, razvoju vektora po zadatom
bazisu. Mi naravno neéemo da ulazimo u odgovaraju¢e matematicke teoreme
ali éemo na primerima pokazati kako invertovanje formule (2.40) funkcionise.
Kao rezime treba mozda da kazemo da se vremenski ili dinamicki deo
Schrodinger-ove jednaéine u principu jednostavno reSava. Zato je glavni
deo svakog kvantnomehanickog problema, za razliku od klasi¢ne mehanike,
kinematicki: to je vremenski nezavisna Schrodinger-ova jednacina.

2.3 JEDNACINA KONTINUITETA

Schrodinger-ova jednacina je diferencijalna jednacina prvog reda po vre-
menu. Zbog toga se jedna od njenih posledica moze napisati u obliku
jednacine kontunuiteta % + divf = 0. Naime, kompleksnom konjugaci-
jom (2.30) dobijamo (potencijalna energija je realna funkcija, U = U*),

ov* h?
—th =—— AU 4+ UU" 2.41
"ot 2m * ’ (241)
pa kad (2.30) pomnozimo sa U* a (2.41) sa ¥ i oduzimemo imamo
9 wwy = M iy (warad U — W grad ) = 0 (2.42)
ot om v 8 & o ’
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U poslednjem izrazu prepoznajemo jednacinu kontinuiteta kod koje su gustina
i struja date sa
* =z il * *
p=U"U, j=—=—(U*'VU - VU (2.43)
2m

Podsetimo se da je vazenje jednacine kontinuiteta uvek vezano za zakon
odrzanja: u mehanici fluida na primer odrzava se ukupna masa tecnosti, u
elektrodinamici ukupno naelektrisanje. Konstanta kretanja koja se dobija
iz (2.42) je integral

/pdV. (2.44)

Lako se vidi da on ne zavisi od vremena,
d op - - =
o pdV /at dv /le] dv 7{] dS =0 (2.45)

U poslednjoj jednakosti se integral divj po prostoru primenom Stokes-ove
teoreme svodi na povrsinski integral po granici koji je nula, jer su po pravilu
vrednosti polja (ili talasne funkcije) i struja na granici jednake nuli.
Jednac¢ina kontinuiteta u kvantnoj mehanici je osnov njene statisticke
interpretacije. Gustina
p(F.t) = [O(F, 1) (2.46)

interpretira se kao gustina verovatnocée nalazenja cestice: dP = p(7,t)dV je
verovatnoca da se u trenutku ¢ Gestica nadje u zapremini dV oko tacke 7.
Smisao odrzanja ‘naboja’ [ pdV je da, ako u nekom trenutku npr. ¢ = 0
normiramo ukupnu verovatnoéu nalazenja cestice (bilo gde u prostoru) na
jedinicu,

/‘If(ﬁ 0)2av =1, (2.47)

onda se zbog (2.45) to normiranje u vremenu odrzava odnosno u svim kasni-
jim i prethodnim trenucima p(7,¢) ima smisao: gustine raspodele verovat-
noce. Interesantno je da je Schrédinger i pre nego Sto je statisticka inter-
pretacija usvojena, u prvom radu iz 1926, pretpostavio da u vodonikovom
atomu e|W|? opisuje gustinu naelektrisanja elektrona koji se kreée oko jez-
gra.

Iz Schrédinger-ove jednacine se vidi i fizicki smisao vektora gustine struje
f. Ako je p = U*WU gustina verovatnoce, onda je ocekivana ili srednja
vrednost recimo x-komponente vektora polozaja cestice

(x) = /x\I/*\I/dV, (2.48)

a oCekivana vrednost odgovaraju¢e komponente brzine v, je

Cd) [ 0w L ov
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Primenjujuéi Schrodinger-ovu jednac¢inu dobijamo
2mi o AN VA v 9P 9*V
= UdV — v dv.
(v2) /x(8x2+8y2+8z2) /x (a2 T a2 T a7
(2.50)
Posle dve parcijalne integracije i odbacivanja povrsinskih ¢lanova dobijamo
ih ov AL
= PUr— — dV = [ jzdV. 2.51
(o) (g v av = [ (251)
Drugim rec¢ima, veli¢ina

h

2m

j= —ﬂ(\ll*grad\li — Wgrad U™)
m

je gustina struje verovatnoce jer odredjuje srednju vrednost brzine Cestice;
pomocu nje se u teoriji rasejanja opisuje fluks snopa Cestica.

Normiranje verovatnoce ima jednu jednostavnu posledicu: da bi integral
J |W|2 dV bio konacan, neophodno je da u prostornoj beskonaénosti talasna
funkcija tezi nuli. Ovo je uslov koji smo u stvari veé koristili kod resavanja
Schrodinger-ove jednagine za harmonijski oscilator. Funkcije za koje je inte-
gral [ |W|2 dV konacan zovu se kvadratno integrabilne funkcije i one zapravo
¢ine prostor stanja kvantne cestice. Ocigledno, ako je integral konacan onda
se reskaliranjem funkcije ¥ on moze normirati na 1. Uslov konvergencije
integrala (2.47) daje i tip opadanja talasne funkcije u beskonaé¢nosti: u jed-
noj dimenziji, |¥| mora da opada brze nego /2 za x — +oo, dok u tri

dimenzije |¥| opada brze od r~3/2 za r — cc.

2.4 SLOBODNA CESTICA

Razmotrimo sada sa malo vise detalja najjednostavniji fizicki sistem, slo-
bodnu ¢esticu odnosno ¢esticu koja se krece van polja sile. Schrodinger-ova
jednacina je ,

. o0v h

ih 5= am AV, (2.52)
Sistem je konzervativan pa se vremenska i prostorne promenljive mogu razd-
vojiti, W(F,t) = T(t)¢(F), i imamo kao i ranije T(t) = e~ #*. Konstanta
FE mora da bude pozitivna $to je i logi¢no jer predstavlja kineticku energiju
Cestice. Ovaj iskaz, mada skoro oc¢igledan, moze i formalno da se dokaze i
to ¢emo uraditi kasnije.

Ako stacionarnu Schrodinger-ovu jedna¢inu
h2
—%Aw = FEy (2.53)

reSavamo u Descartes-ovom koordinatnom sistemu, onda mozemo da razd-
vojimo i tri prostorne promenljive. Uvodjenjem smene

() = X(2)Y (y)Z(2), (2.54)
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i ponavljanjem postupka razdvajanja dobijamo tri jednacine

n? d’X

n? d°Y
n d*Z

E., Ey, E, su proizvoljne pozitivne konstante koje zadovoljavaju uslov E, +
E, + E, = E. Sve jednacine imaju isti oblik,

d?X N 2mkE,
dx? h2

X =0. (2.58)

(2.58) je homogena diferencijalna jednacina sa konstantnim koeficijentima i
zato su njena reSenja eksponencijalne funkcije. Pretpostavljajuci

_ kg
X = e
vidimo da k; mora da zadovoljava

_ 2mkE,
=5
tj. de Broglie-jevu disperzionu relaciju. Znaci, imamo dva razli¢ita i nezav-

isna kvantna stanja e'*=® —ikzT 74 istu vrednost energije E,: kazemo da
je energija dvostruko degenerisana. Ova stanja su naravno ravni talasi:

k‘2

(2.59)

1e

P

Uy (2,8) = e 1B X (z) = e i Eeteihen (2.60)
koji se prostire u pozitivnom smeru x-ose i
Uy(z,t) = e~ whetemikar (2.61)

koji se prostire u negativnhom smeru.
U tri dimenzije, mnozenjem funkcija X, Y i Z dobija se

\P(F,t) — ef%Eteikzxeikyyeikzz — efiwt+il_c‘-1:" (262)

Sada je degeneracija energije je beskonacna jer imamo beskona¢no mnogo
stanja iste energije koji se razlikuju pravcem talasnog vektora k. Videéemo
da ova stanja karakteriSe tacno odredjena vrednost impulsa, p'= hk. Med-
jutim, ova stanja nisu fizicka u smislu koji smo malopre definisali jer ne
mogu da se normiraju na jedinicu:

/(eiwt+iE.F)*eiwt+iE-de — /dv = 00, (263)
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a gustina verovatnoce je u svim tackama ista. Slican problem imamo u
stvari i kod klasi¢nog ravnog elektromagnetnog talasa, kod koga je gustina
energije u svim tackama konstantna pa bi ukupna energija koju talas prenosi
trebalo da bude beskona¢na. Stanja u prirodi uvek su talasni paketi koji
su manje ili vise lokalizovani u prostoru i koji nemaju precizno odredjenu
frekvencu, a ravni talasi (2.62) su matematicka idealizacija koja je veoma
korisna za raCun ali i za intuiticiju. Treba dodati da se u matematicki
strozem tretmanu koris¢enje ravnih talasa (2.62) moze opravdati ¢injenicom
da, mada nefizicka, ova stanja predstavljaju dobro definisan limes fizickih
stanja.

2.5 EvoruciiA GAUSS-OVOG PAKETA

U nastavku ¢emo razmatrati slobodnu ¢esticu u samo jednoj dimenziji jer se
zakljucci direktno prenose i na trodimenzioni slucaj. Rekli smo da su prava
fizicka reSenja, stanja slobodne Cestice, u stvari talasni paketi

+oo hk2,
U(x,t) = / (k) e~ am HRE g, (2.64)

— 00

Da je izraz (2.64) reSenje Schrodinger-ove jednacine vidi se iz toga Sto je
dobijen kao zbir partikularnih resenja pomnozenih koeficijentima c(k) koji
su konstantni odnosno ne zavise od x i t, a jednacina je linearna. ReSenje
(2.64) je opste reSenje: to znaci da se stanje koje ima proizvoljnu pocetnu
konfiguraciju ¢ (z) = ¥(z,0) moze prikazati u obliku (2.64),

¥(z) = / " k) e ar, (2.65)

— 00

pri ¢emu su koeficijenti ¢(k) jednozna¢no odredjeni. Da je ovaj iskaz tacan
znamo iz matematike: razvoj proizvoljne funkcije po ravnim talasima zove
se Fourier-ova transformacija, a koeficijenti ¢(k) mogu se izra¢unati pomocu
inverzne Fourier-ove transformacije date sa

1 [tee ;
clk) = — (z) e ™ d. (2.66)

~ o oo

Fizicka stanja uvek normiramo na jedinicu. Zato je uslov na koeficijente

c(k)

—+o00 +oo L —+o00
/ dx// dke dk' ¢ (K') e(k) e~k —W:/ dk 2rc|e(k)> = 1.

o0
(2.67)
Poslednju formulu kao i normalizaciju ravnih talasa ¢emo izvesti u sledecoj
glavi, pa ¢emo videti da je Fourier-ove koeficijente nesto prirodnije uvesti
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na simetrican nacin,

v = [ a0 = [ e e
" Ver ) | " Ver ) |
(2.68)
Talasnim paketom najcesée ne zovemo proizvoljnu funkciju ¥ (x), veé
funkcije koje su dobro lokalizovane tj. imaju relativno uzak maksimum
za odredjenu vrednost polozaja xg. Takve funkcije se dobijaju ako je i
raspodela po talasnom broju, c¢(k), lokalizovana oko odredjene vrednosti kg
sa Sirinom 0k, tj. ako ¢(k) brzo opada u nulu van intervala (ko — 0k, ko+90k).
Oznac¢imo sa ¢ fazu talasne funkcije pod integralom u izrazu (2.64), ¢ =
kx — wt:
ko+dk
() = / (k) ke g, (2.69)
ko—dk
Izraz mozemo da razmatramo i za proizvoljnu disperzionu relaciju, w = w(k).
Clan €'® osciluje, pri éemu se pozitivne i negativne vrednosti brzo smenjuju
pa se pri integraciji u sluc¢aju proizvoljnih x i ¢ dobija mala vrednost. Faza ¢
se najsporije menja oko svog ekstremuma pa je tu vrednost integrala najveca.
Sledi, prema tome, da ¥(zx,t) ima maksimum za

d
il —wt) = 2.
I (kx — wt) =0, (2.70)
odnosno u tackama
dw

Veli¢ina vy = Z—‘,’:\ k, haziva se grupna brzina talasnog paketa. Vidimo da je
npr. kod elektromagnetnih talasa koji se kre¢u brzinom svetlosti ¢ nezavisno
od frekvence, i grupna brzina jednaka brzini svetlosti,

dw

w = ck, — =g, 2.72

T (2.72)

dok je kod slobodne kvantne cestice,
hk? dw  hk

_ hk” w_r (2.73)

2m’ dk~ m  m

w

Zbog kvadratne disperzione relacije za slobodnu cesticu i oblik talasnog
paketa se sa vremenom menja, Sto ¢emo sada detaljnije prouciti na primeru
Gauss-ovog paketa.

Problem koji resavamo je kako sa vremenom evoluira talasni paket koji
u pocetnom trenutku ima oblik Gauss-ove raspodele,

P(z) = ¥(x,0) = Ae_%ﬂkow. (2.74)

Gauss-ova ili normalna raspodela je vazna jer su mnoge pojave u fizici i
prirodi njom opisane. Vide¢emo uskoro da, zbog relacija neodredjenosti,
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Gauss-ov paket predstavlja stanja slobodne kvantne ¢estice koja su najpri-
bliznija klasi¢énom opisu. Gustina verovatnoce je
12

p(x) = [v(z)]* = |Afe” 2 (2.75)

i treba da se normira na jedinicu. Iz uslova normalizacije dobijamo da je
vrednost konstante A jednaka

1

AP = ; 2.76
A7 =~ NG (2.76)
i mozemo da uzmemo da je A pozitivan broj,
1
A= (2.77)

a\/T’

’ Gauss-ov paket | Kada nacrtamo gustinu verovatnoce, vidimo da je raspodela

(2.75) funkcija zvonastog oblika, simetricna oko svog maksimuma u nuli.
Izracunajmo srednju vrednost i disperziju polozaja u stanju (2.74). Za sred-
nju vrednost koordinate dobijamo

+oo 22
@»:]AP/‘ re o dr =0, (2.78)

—00

pa je nula i najverovatnija i o¢ekivana vrednost koordinate x. Srednja vred-
nost kvadrata 22 je, sa druge strane,

400 22 a2
(z?) = |A|2/ g% e o dr = 5 (2.79)

—00
Prema tome za disperziju koordinate se dobija

CL2

(Axﬁzz@#>—¢®2:4§. (2.80)
Konstanta a opisuje neodredjenost merenja koordinate i proporcionalna je
sirini Gauss-ovog paketa na polovini visine.
Za gustinu struje imamo

L S W . W=
i) =g (v -vr ) =R E ey
a integral
+oo hk?()
(x)dr = — = 2.82
| itade =20 =, (28

daje srednju brzinu talasnog paketa.



44 GLAVA 2. JEDNODIMENZIONI SISTEMI

Da bismo odredili kako Gauss-ov paket evoluira treba da nadjemo ta-
lasnu funkciju u kasnijim trenicima, ¥(z,t). Za to je dovoljno da odredimo
koeficijente ¢(k) iz (2.64) u bilo kom npr. po¢etnom trenutku jer rekli smo,
koeficijenti ne zavise od vremena. c(k) se dobija inverznom Fourier-ovom
transformacijom (2.66) funkcije v (x), u nasem slucaju:

A [T a2 ;
c(k) / ¢ 2a2 TikoT g=ikz g (2.83)

:% .

Koristeéi Poisson-ov integral (dat u dodatku ove glave), dobijamo

A e
c(k) = \jﬂe*ﬂk*koﬁ (2.84)

Prema tome u proizvoljnom trenutku ¢ stanje ¥(z,t) je

k2, 2 2
—Zﬁt-f-lkxe—%(k‘—ko) dk.

+oo 2 A +oo
\I/(x,t):/ c(k)e_’%t“kxdk: - e

e V27 J oo
(2.85)

I poslednji integral moze da se izracuna eksplicitno jer se svodi na Poisson-ov,
mada su sada koeficijenti kompleksni brojevi. Kada se izraz sredi dobijamo

U(z,t)=Ae™ 2 —————e 0 a?, (2.86)

iht

L+ TrllaQ

a odgovarajuca gustina verovatnoce je
(z—vgt)? 1
Al? Ii— WZ 2
plart) = W) = 2L SR (287)
L+ m2a?

Ako izra¢unamo srednje vrednosti (z(t)) i (z(¢)?) vidimo da se vrh talasnog
paketa, u skladu sa (2.82), kreée brzinom vg: (z(t)) = vot. Uz to, talasni
paket se §iri jer disperzija koordinate raste,

a? ht?

(Ax(t)? = o (1 +

5 ). (2.88)

m2a*

Gauss-ov paket je jedno od karakteristi¢cnih stanja slobodne cestice pa
¢emo se na njemu zadrzati da razmotrimo jo$ neke od detalja kvantnome-
hanickog opisa. Kao sto smo rekli, stanje ¢estice opisuje se talasnom funkci-
jom W(t,7), dok se rezultati vezani za merenje njenog polozaja dobijaju
iz raspodele odnosno gustine verovatnoée p(t,7) = |¥(t,7)|%. To znaci da
je opis rezultata koje dobijamo u kvantnoj mehanici statisticki: rezultat
eksperimenta dat je raspodelom verovatnoée pojedinih rezultata merenja, a
merenje se vrsi na ansamblu istih tj. identi¢no pripremljenih sistema. Za
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neka stanja moze se naravno desiti da se pri merenju uvek dobije isti rezultat
tj. da je raspodela verovatnoce za taj odredjeni rezultat 1 a za sve ostale 0,
ali po pravilu rezultati ¢e se u pojedinacnim merenjima razlikovati.

Cinjenica da je opis kvantnih sistema statisticki ne zna¢i da on nije
deterministicki. Promena u vremenu odnosno evolucija kvantnog sistema
zadata je Schrédinger-ovom jednac¢inom, i ako znamo pocetni uslov odnosno
talasnu funkciju u poc¢etnom trenutku vremena, mozemo je odrediti i u svim
kasnijim trenucima. (Naravno, ¢esto ne umemo tac¢no da resimo jednacinu,
ali ovo pitanje je tehni¢ko a ne principijelno.) Samim tim znamo i raspodelu
verovatnocée u svakom trenutku, tj. mozemo jednozna¢no da predvidimo sve
eksperimentalne rezultate.

Jasno je kako se iz gustine verovatnoée p(7) racuna ocekivana vred-
nost koordinate, (7) = [ 7p(7') d®r, njenog kvadrata, (%) = [r2p(F)d3r ili
proizvoljne funkcije od

t) = [ v, (2.89)
Medjutim, kako se u opstem slucaju odredjuje srednja vrednost brzine ili

impulsa i njihovih funkcija? Jednacina kontinuiteta nas upucuje na veli¢inu
koja daje srednju vrednost brzine i ve¢ smo je koristili,

(@) = / jd*r, (2.90)

odnosno "
(@:nmﬂz—%—(VVW—WVVM%. (2.91)

Da bismo poslednju jednac¢inu napisali u obliku sli¢cnom (2.89), drugi sabirak
parcijalno integralimo,

/ VI dr = — / (VO)T* d®r + j’{ div (W 0*)dS (2.92)

i odbacimo povrsinski ¢lan koji je nula jer je vrednost talasne funkcije u
asimptotskoj oblasti nula. Prema tome

(p) = / T (—ihV)W dPr. (2.93)
Oblik ove ocekivane vrednosti analogan je sa (2.89)
() = / U dr, (2.94)

ako impulsu pridruzimo operator nabla,

7— p= —ihV, (2.95)
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§to je identi¢no pravilu koje smo koristili za ravne talase. UopStavajudi,
imamo npr.

(%) = /\IJ*(—ihV)2\I! d3r = —h2/\1:*(mf) d3r (2.96)

gde je A Laplace-ov operator.
U slucaju jedne dimenzije je

(p) = —ih / w*% da, (2.97)

pa mozemo da izracunamo srednju vrednost i neodredjenost impulsa za
Gauss-ov paket (2.74) u pocetnom trenutku. U skladu sa onim $to smo
ve¢ dobili,

+oo 12 . 12 .
(p) = IAIQ/ e‘ﬁ"’“ﬂx(—m)(—% +iko)e 2a2 TR gy — Bkg.  (2.98)

Srednja vrednost kvadrata impulsa je

+o00 d21,/) h2

2 22 * _ 5272
(p°) = —h . P 122 dz = h°kg + 22 (2.99)
tako da je disperzija
h2
(Ap)? = 507" (2.100)

Uoc¢imo da je proizvod neodredjenosti impulsa i koordinate kod Gauss-ovog
paketa

Az Ap = g (2.101)

U nastavku éemo videti da je ovo najmanja vrednost proizvoda AzAp koju
Heisenberg-ove relacije neodredjenosti dozvoljavaju. Stanja kod kojih je
proizvod neodredjenosti impulsa i koordinate minimalan nazivaju se koher-
entna stanja.

2.6 PROLAZ KROZ POTENCIJALNU BARIJERU,
KOEFICIJENTI REFLEKSIJE I TRANSMISIJE

Videli smo u prethodna dva poglavlja koliko lakse se resava Schrédinger-
ova jednacina za slobodnu ¢esticu od jednacine za harmonijski oscilator.
To je zato $to u prvoj nemamo eksplicitnu zavisnost od z tj. diferenci-
jalna jednacina ima konstantne koeficijente. Na slican nacin mozemo do-
biti resenja i kad potencijal U(z) nije svuda konstantan veé¢ ‘deo po deo’,
na intervalima z-ose. Ovakvi potencijali predstavljaju dobru ili bar prvu
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aproksimaciju za mnoge fizicke probleme i na njima mozemo da upoznamo
neke od najvaznijih karakteristika kvantnog opisa sistema.

Prvi problem koji ¢emo na ovaj nacin analizirati je problem rasejanja
Cestice na potencijalnoj barijeri oblika

0, x<0
Ul)=< Uy, 0<z<a (2.102)
0, z>a.

’ Potencijalna barijera ‘ Vet smo videli §ta je tipi¢na postavka problema rase-

janja: pretpostavlja se da na metu opisanu potencijalom U (z) pada upadni
snop Cestica emitovan u pocetnom trenutku ¢ = —oo. Potencijal U(x)
je lokalizovan oko ‘centra rasejanja’ (npr. tacke x = 0), $to znaci da je
U(z) # 0 samo u odredjenom delu prostora linearne dimenzije a, |z| < a.
Izvor Cestica se nalazi na velikom rastojanju od mete gde je potencijal nula,
pa se moze uzeti da se upadni snop asimptotski krece pravolinijski, odnosno
da ima dobro definisan impuls: kvantno, talasna funkcija upadnog snopa 1,
je ravan talas. Pri sudaru sa metom talasna funkcija se menja, a u trenutku
detekcije t = 400 rasejani talas moze da se razvije po ravnim talasima i taj
razvoj, kao Sto ¢emo videti kasnije, daje diferencijalni presek rasejanja.

Posto u jednoj dimenziji imamo samo dva moguca ugla rasejanja, 0 i 7,
efikasni presek rasejanja je opisan sa dve vrednosti: koeficijentom trans-
misije (prolaza) i koeficijentom refleksije (odbijanja) snopa. Koeficijent
transmisije definiSe se kao odnos gustina struja (fluksa) transmitovanog i
upadnog snopa, a koeficijent refleksije kao odnos gustina struja reflekto-
vanog i upadnog snopa. Kao i u klasi¢noj mehanici, kod elasticnog rase-
janja se odrzava energija: zato trazimo reSenje stacionarne Schrodinger-ove
jednacine za fiksiranu vrednost FE > 0.

Potencijal (2.102) je deo po deo konstantan pa jedna¢inu mozemo da
resavamo posebno u oblastima z < 0, z € (0,a) i * > a a zatim da ova
reSenja glatko spojimo. Uslovi spajanja, ili u zargonu, ‘zasivanja’ reSenja su
slededi. Bez obzira na oblik potencijala, uvek trazimo da je talasna funkcija
neprekidna. Ovaj uslov je fizicki i znaci da raspodela verovatnoce u bliskim
tackama ne sme mnogo da se razlikuje. Drugi uslov je uslov neprekidnosti pr-
vog izvoda talasne funkcije, i on direktno sledi iz Schrodinger-ove jednacine:
izves¢emo ga u jednodimenzionom slucaju. Razmotrimo ponasanje reSenja
¥ (x) u proizvoljnoj tacki z,

h2 "
—%w (x) + U(x)(x) = E(x). (2.103)

Integrali¢emo ovu jednac¢inu u intervalu Sirine 2e¢ oko z, (z — €,z + €)

hQ T+e z4e ote
_2m/_ W!(:U)dzl:—l—/ U(x)y(x)dx = E/_ Y(x)de, (2.104)

—€



48 GLAVA 2. JEDNODIMENZIONI SISTEMI

i oceniti vrednosti pojedinih sabiraka. Vrednost prvog integrala je

_2% W'(z+e) =y (xz—¢), (2.105)

dok druga dva mozemo da ocenimo pomocu teoreme o srednjoj vrednosti,

z+e
/ U(z)Y(x)dr =2e¢U(xz1)Y(x1), x1€ (x—€,x+¢€) (2.106)

—€

T+e
E/ Y(x)dr = 2e EY(xs), x2 € (x—e,x+e€). (2.107)

(Teorema o srednjoj vrednosti kaze da postoje tacke x; i xo u intervalu
(r—e, z+¢€) takve da su jednacine (2.106-2.107) zadovoljene, pod uslovom da
su potencijal U(z) i talasna funkcija ¢ (z) u razmatranom intervalu konacni.)
U limesu € — 0, drugi i treéi ¢lan se anuliraju i iz (2.104) dobijamo

Y (z+0) = (x —0), (2.108)

odnosno, prvi izvod talasne funkcije mora biti neprekidan. Vide¢emo da kod
potencijala koji imaju beskonac¢an skok, na primer za U(z) = Upd(zx), prvi
izvod talasne funkcije ne zadovoljava uslov neprekidnosti.

Znagi, treba da Schrodinger-ovu jednac¢inu resimo u svakoj od oblasti
I, IT i III za istu energiju E i da onda dobijene funkcije glatko spojimo na
granicama oblasti. U oblasti I, x < 0, imamo

h2
—g U = By =0, (2.109)

pa su linearno nezavisna resenja za E > 0 data sa e*® i e~ Opste

reSenje za fiksiranu energiju E je linearna kombinacija

. 4 2mE
1/}(37) — Aethx + Belec:p7 k2 — %7 (2110)

A i B su proizvoljne konstante. U oblasti II, = € (0, a), jednac¢ina glasi

h2 " o
_%Qp + (Vo —E)p =0. (2.111)

od visine barijere, E < Vj. Posto je E — V negativno, reSenja nisu
trigonometrijske ve¢ eksponencijalne funkcije,

2m (Vo — E)

w(l') = C@Hx + De_ﬁx, KR = T (2112)
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Konaé¢no, jednacina se u oblasti III, x > a, reSava isto kao u oblasti 1. Za
ukupnu talasnu funkciju dobijamo

Aetkr  BemhT g <
Y(x)=¢ Ce +De™™ 0<z<a (2.113)
Fe'k* L Ge ke x> q

ali treba jos da nametnemo uslove neprekidnosti u tackama x = 0i x = a,
jer u ostalim tackama 1 (x) je ocigledno neprekidna.
U resenju (2.113), odnosno u

U(z,t) = e By (z) (2.114)

nije teSko prepoznati $ta je upadni, a Sta reflektovani i transmitovani talas.
Kao sto smo rekli, relevantan je oblik u asimptotskim oblastima x = +o0,
i dalje, znamo da su sabirci proporcionalni sa e*** ravni talasi koji imaju
impuls %k tj. kreéu se sleva udesno, a sabirci sa e ™ su talasi sa impulsom
suprotnog smera, —hk. Prema tome mozemo da identifukujemo upadni,
reflektovani i transmitovani talas kao

hy, = Aek®, ¥, = Be ™7 Uy = Fetke (2.115)

i nametnemo granicni uslov G = 0, jer u postavci problema nema talasa
koji se iz x = 400 kreée ulevo: izvor snopa cestica je u x = —oo. Uslovi
neprekidnosti u x =01 z = a glase

A+B=C+D, ik(A— B) =k(C — D)
' , (2.116)
Cer 4 De " = Fetka, k(Ce® — De™r%) = jkFete,
Ako uvedemo o = ::L;’,z , imamo
A+ aB = e ratike p
A+ lB — emﬂrika F <2117)
o )
pa iz poslednje dve jednacine dobijamo
4 —2ikk
ika
F= A 2.118
¢ (k% — k2) sinh ka — 2ikk coshka ( )
2 ki2 inh
B _ (k* + k*) sinh ka (2.119)

(k? — k?) sinh ka — 2ikk cosh ka

Koeficijent transmisije dat je odnosom gustina struja verovatnoce,

T = ’J,—t|, (2.120)
‘Ju’
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a za ravan talas 1, = Ae*® gustina struje je proporcionalna brzini,
A hk
Ju = ——C AP - 2ik = |APS = | Al (2.121)
2m m
Odavde dobijamo da je
T kIF|? Ak*K? _ 4E(Vo — E)
kAP 4k2k2cosh® ka 4 (k2 — k2)2sinh? ka  4E(Vy — E) + V2sinh? ka’
(2.122)
i sli¢no za koeficijent refleksije,
_ kB> (k% + k?)? sinh? ka Vi sinh? ka

R

 Kk|A]2  4k2k2 cosh® ka + (k2 — k2)2sinh® ka B AE(Vp — E) + V@ sinh? ka'

Da proanaliziramo dobijeni rezultat. ReSavanjem Schrodinger-ove jed-
nacine za potencijalnu barijeru (2.102) nismo dobili nikakav poseban uslov
za energiju (osim E > 0, $to ¢emo komentarisati kasnije), $to znaci da je
spektar energije kontinualan i sadrzi sve tacke iz intervala (0, 00). U skladu
s tim stacionarna reSenja ne opadaju u nulu nego su, asimptotski, ravni
talasi. Da bismo nasli koeficijent prolaza kroz barijeru, zadali smo grani¢ni
uslov G = 0 i odredili konstante B i F. Poslednja konstanta A naravno ne
moze se odrediti iz uslova neprekidnosti nego je zadata normalizacijom. Na
osnovu toga izracunali smo koeficijente refleksije i transmisije R i 7'; kao
Sto se odmah vidi, R+ T = 1. Upadni talas se delom reflektuje a delom
prolazi kroz barijeru, a ukupni fluks se odrzava. Ali ono §to je interesantno
i novo je da Cestica moze da prodje kroz barijeru i u slucaju E < Up, Sto
je u klasi¢noj mehanici nemogucée! Ovaj, tipi¢no kvantni, fenomen naziva
se tunel efekt, i veoma je vazan za objasnjenje mnogih pojava u fizici, na
primer a-raspada jezgra. Naravno, kada je Uy > E koeficijent prolaza je
mali,

4F
Tr——s—. (2.123)
Uy sinh” ka
Koeficijent transmisije T, osim odnosa Uy i FE, zavisi i od Sirine barijere
a. Izvedimo pribliznu formulu koja vazi u slucaju kada je ka > 1, tj.

sinh Ka =~ cosh ka =~ %em. Tada je

ra SED ) 4 (2124)
0

Ovu formulu éemo kasnije uporediti sa formulom Gamow-a koja se dobija

iz WKB aproksimacije.

2.7 POTENCIJALNE JAME

Slededi fizicki sistem koji ¢éemo modelovati deo po deo konstantnim potenci-
jalom je vezujuéi potencijal, potencijalna jama. Razmatra¢emo prvo slucaj
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kad je potencijalna jama beskona¢no duboka tj. kada je potencijal

Ulz) :{ 2;’ z;ggz; : (2.125)

Ovakav potencijal opisuje jednodimenzionu “kutiju” u kojoj je Cestica lokali-
zovana, ili zatvorena. Schrodinger-ova jednacina je u intervalu (0,a) ista
kao jednacina za slobodnu ¢esticu:

hQ

— " =E (2.126)

2m

’Beskonacno duboka jama‘ i ima reSenja

Y(z) = Ae*® + Be ™ = qsinkx + feoskx, k? = 7;;2 ’

A+ B = (3, i(A — B) = a. Medjutim, uslov da su zidovi kutije neprobojni
odnosno da je potencijal van intervala (0,a) beskonacno veliki znaci da je
Y(z) =0 za x ¢ (0,a). Iz neprekidnosti talasne funkcije u tackama 01 a
dobijamo

(2.127)

¥(0) =0, ¥(a)=0, (2.128)
odnosno § = 0, ka = nw. ReSenja Schrédinger-ove jednacine su stojeci
talasi: posle normiranja dobijamo stacionarna stanja

Un(x) = \/z sin =~ (2.129)

kojima odgovaraju vrednosti energije

2 2,2
JoNPLUNpE S U e}
2m 2ma?
Energija je kvantovana: kao Sto se vidi, svakom broju n odgovara jedna
funkcija 1, pa su vrednosti energije su nedegenerisane a njen spektar je
diskretan.
‘prva tri reSenja beskonacne jame, spektar‘
Proanalizira¢emo kratko kako izgledaju resenja stacionarne Schrodinger-
ove jednacine i spektar energije u slucaju dvodimenzione beskonac¢no duboke
jame. Uzecemo potencijal oblika

(2.130)

0, z€(0,a)ANy€(0,a)
oo, z¢ (0,a)Vy¢(0,a)

gde je U dato sa (2.125). Ovo je dvodimenziona kvadratna kutija. Sta-
cionarna Schrodinger-ova jednacina glasi

Viz,y) =U(z) +Uly) = { (2.131)

g G ) + Ve = B0, (2.132)
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i mozemo, kao kod slobodne ¢estice, da je resimo razdvajanjem promenljivih
x 1y pretpostavljaju¢i da je talasna funkcija oblika

P(z,y) = X(2)Y (y)- (2.133)

Tada za X i Y dobijamo jednacine

h? d’X

_ X =FX 2.134
2m dx? +U(@) L (2.134)
"2 d?Y

—_ Y = EYY, 2.1
o @7 tUWY = FaY, (2.135)

gde je £ = E1+ F5, odnosno dve jednacine za jednodimenzionu jamu. Zato
direktno piSemo resenja:

Yo (T,9) = g sin nl;m sin nify. (2.136)
Ovo reSenje ima energiju
h2?
Epyny = 5 (01 + ). (2.137)

Spektar energije je diskretan a veéina tacaka u spektru je degenerisana. To
nije slucaj sa osnovnim stanjem jer

T h2 2
Yii=—sinZsin Y, By = — (2.138)
a a a ma

ali je prvo pobudjeno stanje dvostruko degenerisano jer imamo dve funkcije

. .. 2.2
za istu energiju, Fho = Eyq = g 7152 :
T . wx . 2my T . 2mx . WY
P12 = — sin — sin —=, 91 = — sin — sin —. (2.139)
a a a a a a
. o . . . . .+ 50 A272
Drugo pobudjeno stanje je opet nedegenerisano, ali na primer energija % -7

je trostruko degenerisana jer joj odgovaraju tri kvantna stanja: 17, ¥71 1
55 (to jest, 14+49=4941=25425).
Jednostavan model beskona¢no duboke jame mozemo da uporedimo sa

] 0, z€(0,a)
U(x) _{ Vo, ¢ (0.a)° (2.140)

’ Konacna potencijalna jama ‘
Schrodinger-ovu jedna¢inu reSavamo na ve¢ uobicajeni na¢in, zasebno u
svakoj od tri oblasti, x < 0,0 < x < a, z > a, a onda dobijene funkcije glatko
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spajamo. Ako trazimo reSenja koja su unutar potencijalne jame odnosno
imaju energiju E < Up, dobijamo funkciju oblika

Ae 4+ Be ", x <0, /{:\/W

Y(x) = Csinkx + Dcoskz, x € (0,a), k=, 2%”2}5 . (2.141)
Ger® 4 Fe ht, x> a, K = W

Posto talasna funkcija ne sme eksponencijalno da raste u asimptotskim
oblastima x — +o00, grani¢ni uslov je B =0, G =0.

Uslovi neprekidnosti talasne funkcije i njenog prvog izvoda u tatkama
x =01 x = a daju veze izmedju konstanti,

A=D, (2.142)
KA = kC, (2.143)
Csinka + D coska = Fe "%, (2.144)
k(C coska — Dsinka) = —xkFe ", (2.145)

Ako u poslednje dve jednacine zamenimo prve dve, dobijamo dva reSenja za
F,

k
F = Ae“a(g sin ka + cos ka) = —Aemg(% cos ka — sin ka) (2.146)

koja moraju biti jednaka. Uslov konzistentnosti je

K\ 2 K
<E> tan ka + 2 T tanka = 0, (2.147)
odnosno o L
. % a o K
tan ka = 1_7(%)2, tan; = % (2148)

Pre nego sto predjemo na resavanje poslednje jednacine, nekoliko opstih
napomena. Sistem (2.143-2.145) je sistem od ¢etiri linearne homogene jed-
nacine, i ima netrivijalno reSenje samo ako mu je determinanta jednaka nuli.
To naravno znaci da nisu sve jednacine nezavisne, nego da ¢emo u resSenju
tri konstante, npr. C, D, F', moéi da izrazimo preko cetvrte, A, koja os-
taje neodredjena. Uslov da je determinanata nula daje vezu izmedju k, s
i a, odnosno to je jednacina koja odredjuje energiju F i daje njeno kvan-
tovanje. Treba da zapazimo da ova jednacina postoji samo kada trazimo
vezana stanja tj. reSenja koja su unutar potencijalne jame: ako je E > U,
reSenja u sve tri oblasti imaju oblik ravnih talasa odnosno trigonometrijskih
funkcija, i u principu nema razloga da nameéemo uslov B = 0, G = 0; ako
reSavamo problem rasejanja na potencijalnoj jami, mozemo kao u prethod-
nom poglavlju staviti samo G = 0. Znadi, za E > Uy dobija se sistem
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od ¢etiri jednacine sa Sest (ili pet) nepoznatih koji, u principu, moze da se
resi za proizvoljnu vrednost konstanti E i a, pa u tako da u tom slucaju
nemamo kvantovanje energije nego F moze biti bilo koji broj iz intervala
(U, 0).

Ali vratimo se na odredjivanje dozvoljenih vrednosti energijeza 0 < F <

Up. Imamo da je k = /ZBE | k= 4/ 2m U“ , tako da jednacina (2.148)

zapisana po promenljivoj F glasi

Uy
‘/f —1 = tan(cVE), (2.149)

”;T“;. Jednacina je transcedentna, i mozemo da je reSavamo
ili numericki ili graficki: posto nam ne trebaju ta¢ne vrednosti reSenja nego
samo njihova egzistencija i broj, koristi¢emo drugi metod. Metod se sastoji
u tome da se na grafiku nacrtaju dve funkcije, jedna koja je jednaka levoj
strani jednacine i druga koja je jednaka desnoj, i gledaju njihovi preseci. U
nasSem slucaju sa leve strane je funkcija koja ima ponasanje sli¢no hiperboli,
definisana je samo u intervalu (0,Up) i na kraju intervala postaje nula. Na
desnoj strani je tangens ali ne od E nego od vE, tako da funkcija nije
periodi¢na nego se rastojanja izmedju asimptota povecavaju, kao na slici.
Medjutim lako mozemo da dodjemo do dva zakljucka: prvo, da uvek postoji
bar jedno reSenje, ono sa najmanjom energijom, jer se hiperbola i tangens
moraju preseéi (jedno tezi u oo a drugo u 0 u tacki £ = 0), i drugo, da je
broj preseka konacan jer je interval promene promenljive E ograni¢en. U
principu broj reSenja moze ta¢no da se utvrdi i zavisi od odnosa dubine i
Sirine potencijalne jame, Uy i a .
Konac¢na pot. jama, reSenja za energiju‘

gde je ¢ =

Znaci, energija cestice unutar potencijalne jame je kvantovana tj. ima
diskretne vrednosti, a energetskih nivoa i odgovarajucih stanja ima konacno
mnogo. Spektar energije sastoji se od nekoliko tataka izmedju 0 1 Uy
i kontinualnog intervala (Up,+o00). Ovo je osnovna razlika u odnosu na
beskona¢no duboke potencijale kod kojih vezanih stanja ima beskona¢no
mnogo.

Spektar, kona¢na jama‘

Odredimo jos za kona¢no duboku potencijalnu jamu koeficijent trans-
misije pri rasejanju. To znaci da pretpostavljamo da je E > Uy, a reSenje
kao i ranije uzimamo u obliku

AeF'r L BemHr 1 <0, k=/ 72m(E_U°)

P(z) ={ Ce*® 4 De~tkz g€ =/ 2E . (2.150)

Feikx’ 2m(§2 Uo)
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Uslovi neprekidnosti talasne funkcije i njenog prvog izvoda u tatkama z = 0
i x = a daju veze izmedju konstanti,

A+B=C+D, (2.151)
’Z (A-B)=C-D, (2.152)
Cet 4 De~the — peita, (2.153)
Cett — pe~tka = ’:Fe“f’“. (2.154)

Ove jednacine mozemo da resimo i da izrazimo konstante B i F' preko A.

Dobija se
A sk k2 + K
Fewa — T g

pa je koeficijent transmisije

sin ka, (2.155)

2 - 4k2k/2
4k2k2 cos? ka 4 (k2 + k'2)2 sin? ka’

F
T =|=— 2.1
‘A (2.156)

Ovaj rezultat moze se u stvari dobiti i iz (2.120) zamenom k — k', k — ik,

tj. cosh ka — coska, sinh ka — isinka. ’ Transmisija, kona¢na jama‘

Zavisnost koeficijenta transmisije od energije E/Up data je na slici.
Osim od proizvoda ka on zavisi i od (k? 4 k'2)/2kk’ = (1 + g—g)/w /1+ %
koji tezi jedinici za velike vrednosti energije, pa je tada kao Sto i o¢ekujemo
barijera prozra¢na, T — 1. Maksimumi koeficijenta transmisije 7" = 1, do-
bijaju se za vrednosti koje odgovaraju diskretnim nivoima energije ¢estice u
beskona¢no dubokoj potencijalnoj jami, ka = n7 inazivaju se kvazidiskretni
nivoi ili rezonance. Za male vrednosti £ to su uski i izrazeni pikovi. Kas-
nije ¢emo videti da, u analizi rasejanja u tri dimenzije, rezonance opisuju
dugoziveca stanja.

2.8 (OSOBINE JEDNODIMENZIONIH SISTEMA

Ovo poglavlje sumira i sistematizuje osobine talasnih funkcija koje smo u
primerima do sada dobili. U stvari od osobina koje ¢emo navesti samo su (5)
i (6) specifi¢ne za jednodimenzione sisteme, dok ostale vaze generalno. Treba
imati u vidu da proucavanje jednodimenzionih sistema predstavlja vise od
pedagoskog uvoda u kvantnu mehaniku jer se po pravilu resivi trodimenzioni
problemi razdvajanjem promenljivih svode na jednodimenzione.

(1) Ve¢ smo videli da kao fizicki uslov uvek nameéemo neprekidnost
talasne funkcije odnosno gustine p, bez obzira na to da li je potencijalna en-
ergija neprekidna funkcija ili ne. Takodje, iz Schrodinger-ove jedna¢ine smo
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izveli da je, ako su skokovi potencijala konaéni, neprekidan i prvi izvod ta-
lasne funkcije. To smo dobili integraleé¢i Schrédinger-ovu jednaéinu u malom
intervalu (x — €,z + €) oko proizvoljne tacke z:

T+e€ h2 T+€ T+e€
_ / ()t / U (2)0(z) do = / Bo()de.  (2157)
r—e€ r—e€ Tr—€

Ovaj metod daje rezultat i ako potencijal ima beskonac¢an skok npr. tipa
o-funkcije, U(z) = —Up é(x — a). d(z) je uopstena funkcija koja svuda ima
vrednost 0 osim u tacki x = 0 gde je beskonacna, i mi éemo je uvesti
kao limes neprekidnih funkcija i detaljnije opisati u sledec¢oj glavi. Njena
osnovna osobina kojom se zapravo moze precizno definisati je

+oo
/ 0(z —a)f(x)de = f(a). (2.158)
Dakle, kad jednac¢inu (2.157) integralimo u okolini tacke a dobija se
h2
—5, (W' (a+0) —¢(a=0)) - Upib(a) =0, (2.159)

odnosno i prvi izvod talasne funkcije ima skok ¢ija je vrednost

2mU0
o
Mada su potencijali dati preko d-funkcije ocigledno, strogo gledano, ne-

fizicki, zbog svoje jednostavnosti su veoma zgodni kao modeli odredjenih
fizickih interakcija.

V(a+0)—4'(a—0) =

W(a). (2.160)

(2) Druga matematicka ¢injenica koja sledi iz zahteva kvadratne inte-
grabilnosti talasne funkcije je da talasna funkcija mora u beskonacnosti da
tezi nuli. Zaista, posto je gustina verovatnoée p = [+)|? svuda pozitivna, da
bi integral po prostoru bio konvergentan || mora da tezi nuli brze nego
™! u beskonaénosti.

(3) Treca vazna osobina koju smo u stvari ve¢ koristili je da su vrednosti
energije F koju imaju stacionarna stanja uvek ve¢e od minimalne vrednosti
potencijalne energije. Ovo se lako vidi jer za reSenja stacionarne Schrédin-
ger-ove jednacine vazi

+o00 +o0 h2
E = Y*EYdr = / V(- %w” + U(z)y) da. (2.161)

—00 —00

Ako u prvom sabirku parcijalno integralimo funkeciju ¢ (z), dobijamo

h2 +00 +oo +o0
E = / |v' % dx +/ Ul dz > Umm/ [Y|2dx = Upnin.
2m —o0 —00 —0o0
(2.162)
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Time smo istovremeno i pokazali da je o¢ekivana vrednost kineticke energije
pozitivna,

h2 +oo h2

(1) =—5— | wv'de =

2m J_

+oo
(=™ |t +/ [/ [?dz) > 0. (2.163)

—00

2m

Prvi ¢lan u poslednjoj jednakosti je nula zbog grani¢nog uslova u x = +oo.
Kasnije ¢emo videti da vazi nesto opstiji (i dosta ocigledan) iskaz: sred-
nja vrednost svake fizicke opservable nalazi se izmedju najmanje i najvece
eksperimentalno merljive vrednosti te opservable.

(4) Prodiskutujmo jos jednom Sta su u kvantnoj mehanici vezana a $ta
slobodna stanja, uzimajuéi za potencijalnu energiju funkciju U(x) kao na
slici — neka ona na primer ima sa desne strane asimptotu Uy a sa leve tezi u
beskonac¢nost. ’ Vezana stanja | U klasi¢noj mehanici oblast kretanja cestice

ogranicena je tackama a i b u kojima se U(x) preseca sa pravom E = const,
U(a) = E =U(b) jer, zbog odrzanja energije, u ovim tackama kineticka en-
ergija i brzina Cestice postaju nula pa se ¢estica zaustavlja i odbija. Kvantno
naravno ne mozemo da odredimo istovremeno i polozaj Cestice i njenu brz-
inu; sem toga ako je potencijal neprekidna funkcija, ¥ (a) i ¥(b) po pravilu
nisu nula pa postoji verovatnoca da cestica udje ‘ispod’ potencijalne barijere.
Ipak kad je, kao na slici, vrednost energije manja od asimptotske vrednosti,
FE < Uy, ovo prodiranje u barijeru je malo jer verovatnoca prolaza eksponen-
cijalno opada sa rastojanjem. To mozemo da proverimo resavajuéi Schro-
dinger-ovu jednaé¢inu u asimptotskoj oblasti x — +oo u kojoj U(z) — Uy .
Tu se jednacina svodi na

h2
—%1/1” + Uoyp = EV, (2.164)

—RIT

pa je asimptotsko reSenje ¢ =~ e gde je K% = %

nuli za * — oco. Verovatnoca da cCesticu nadjemo daleko od potencijalne
jame je nula: stanje je vezano a kretanje Cestice je lokalizovano. Ako je
medjutim E > Uy, stanje je asimptotski opisano funkcijom 1 ~ e** za
k2 = MQ_U‘)) odnosno ravnim talasom, i ¢estica moze da ode beskonacno

daleko. Karakter stanja odredjen je njegovim asimptotskim ponasanjem.

, 1 ono tezi

Slede dve osobine vezanih stanja karakteristicne za jednodimenzione sis-
teme.

(5) Svako vezano stanje jednodimenzionog sistema je nedegenerisano.
Ovaj iskaz ne vazi u viSe dimenzija, a dokazuje se svodjenjem na kontradik-
ciju. Pretpostavimo dakle da postoje dva razli¢ita stacionarna stanja q
i 19 za istu vrednost energije E. Schriédinger-ovu jednacinu mozemo da
prepisemo kao

1 2m 1

*lzﬁ(U(ﬂf)—E) =

Yo
o = (2.165)
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odnosno
{(@)a(x) — b3 (2)¢r1(2) = 0. (2.166)

Ako poslednju relaciju integralimo od —oo do z, koristeéi pri tom da je
asimptotska vrednost ; i 9 nula, dobijamo

P (x)ha(x) — h(x)1(z) = const = 0, (2.167)

jer vrednost konstante se moze izracunati u bilo kojoj tacki na primer u
+00. Iz poslednje jednacine sledi

log ) =logie + C (2.168)
tj. 11 1 99 su proporcionalne, sto znaci da predstavljaju isto fizicko stanje.

(6) Oscilaciona teorema: Talasna funkcija kojom je opisano n-to pobud-
jeno stanje energije ima n nula. Ovu teoremu ne¢emo dokazivati mada smo
na primerima veé¢ videli da vazi: kod harmonijskog oscilatora n-to pobud-
jeno stanje proporcionalno je Hermité-ovom polinomu n-tog reda H, koji

ima n realnih nula; kod beskona¢no duboke potencijalne jame n-to pobud-

jeno stanje dato je talasnom funkcijom ,41 = \/g sin % .

2.9 x KRONIG-PENNEY-JEV MODEL:
ENERGIJA PROVODNIH ELEKTRONA

Kronig-Penney-jev model je najjednostavniji model koji opisuje spektar en-
ergije slobodnih odnosno provodnih stanja elektrona u metalu, tj. u kristal-
noj reseci. Privla¢ni potencijal jezgara u ¢vorovima reSetke mozemo da
modelujemo na razli¢ite nacine, na primer pomoc¢u deo-po-deo konstantnog
potencijala; jo$ jednostavnije je da se pretpostavi da je u svakom ¢voru
reSetke potencijal oblika privlacne §-funkcije. ReSetka je jednodimenziona i
ima period a,?

“+oo
U)=-Up Y d(x—na), (2.169)

n=—0oo

’ Kronig-Penney potencijal‘ ovakvim izborom potencijala zanemarujemo
efekte krajeva. Schrodinger-ovu jednacinu é¢emo prvo reSiti u svakom od
intervala (na, (n—l—l)a) a onda spojiti delove u jedno resenje. Unutar svakog
intervala potencijalna energija je nula, a posto razmatramo elektrone koji
nisu vezani, £ > 0. Unutar intervala reSenje je linearna kombinacija ravnih
talasa:

P(x) = ane®® + Bre e, z € (na, (n + 1)a), (2.170)

2U poglavlju o simetrijama, videéemo da je oblik talasne funkcije kod periodiénih sis-
tema u velikoj meri fiksiran translacionom simetrijom.
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gde je k? = Q%E . Radi lakseg formulisanja grani¢nih uslova u svakom od

intervala mozemo da uvedemo novu promenljivu z,, = x — na, pri ¢emu
onda x, iamju isti interval promene, x,, € (0,a). Imamo

¢($) _ aneik(na—i-xn) + ﬂne—ik(na—&-xn) _ Aneikmn + Bne_ikx", (2‘171)

gde je A, = e, i B, = e kneg,

Tacke diskontinuiteta potencijala su « = na, odnosno x, = 0, i u zapisu
(2.171) ista geometrijska tacka zadata je vrednostima x, = a i zp41 = 0.
Uslov neprekidnosti talasne funkcije u ovoj tacki je

Ape™ 4 Brem* = A, | + By, (2.172)
a uslov za skok prvog izvoda (2.160),

2mUy
~—
Ovo su rekurentne relacije izmedju koeficijenata A, i B, koje treba da
reS§imo. One se mogu zgodnije prepisati u matri¢noj formi

ik(Aps1 — Bny1) —ik(Ane™® — Be*) = (Apy14 Bny1). (2.173)

—ika imUo imUO —ika
Ap ek (1_ n2k ) - h2k ek An+1 A An+1
- imUo ik ik imUo -
By, T2 etra el a(l + W) Bpni1 Bpnt1
(2.174)
gde je A,
efika(l . sz()) _imUo _ika
2 2
A= I S (2.175)
vmbUo eika eika(l 4 v 0)
h2k h2k

I ovde, kao i u drugim slu¢ajevima, treba da proverimo da resenje (da bi bilo
fizicko) u asimptotskim oblastima ne raste u beskona¢nost. Odgovarajuce
vredosti gustine verovatnoée date su preko koeficijenata A, i B, za n —
+o00. Kako je

()= () ()= ()
— " ’ — A" , (2.176)
B_, By By, By

matrica A u stvari ne sme da menja apsolutnu vrednost konstanti Ap i By,
tj. ni da je povecava ni da je smanjuje. Zato ¢emo odrediti njene svojstvene
vrednosti i traziti da budu po modulu jednake jedinici tj. da je A unitarna.
Svojstvena jednacina

det(A— \I) =0 (2.177)
je, kada se zameni (2.175),

A2 — 2 (cos ka — T;—ZT‘;;O sinka) +1=0, (2.178)
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odnosno
M =202 +1=0 (2.179)

za

b = coska — mVo sin ka. (2.180)

Lako se vidi da njena reSenja, A2 = b++v/b? — 1, imaju jedini¢nu apsolutnu
vrednost samo ako je |b| < 1 odnosno |b| = cos 3, i onda je \j o = e,
Uslov |b] <1,

Kronig-Penney resenja ‘

mVo

—1 < coska — 72

sinka <1 (2.181)

moze da se analizira graficki. Na primer, desna nejednakost glasi

mVy sinka

coska —1< T2 ke (2.182)
Ako uvedemo nezavisno promenljivu £ = ka = \/2722“72]5 i funkcije
mVy siné
J© =cose =1, g =7 = (2.183)

resenja nejednakosti (2.182) su one vrednosti energije za koje je f(£) < g(&).
Sa slike se vidi da su oblasti u kojima je nejednakost ispunjena intervali.
Sliéno se dobija i za drugu nejednakost,

mVjysin &
ah? &

<cos{+ 1. (2.184)

Presek dva skupa dozvoljenih vrednosti £ daje spektar energije provodnih
elektrona i kao Sto se vidi, ovaj spektar se sastoji od intervala odnosno ima
zonsku strukturu.

2.10 WKB APROKSIMACIJA

WKB aproksimacija daje jednu od veza kvantne mehanike sa klasi¢nom,
odnosno njen semiklasi¢ni limes, a ime je dobila po Wentzel-u, Kramers-u i
Brillouin-u koji su ovu aproksmaciju izveli i analizirali u radovima iz 1926.
godine. Klasi¢ni limes kvantne mehanike definige se uslovom i — 0, odnosno
uslovom da je Planck-ova konstanta ‘mala’, mala u odnosu na vrednosti de-
jstva (jer dimenziono, & je dejstvo) koje su karakteristi¢ne za zadati fizicki
problem. Semiklasi¢na aproksimacija je aproksimacija do linearnog ¢lana u
razvoju po h. Veé na osnovu onoga $to smo do sada naucili je jasno da se
kvantni opis dosta razlikuje od klasicnog pa limes h — 0 nije tako jednos-
tavno izvesti kao npr. nerelativisticki limes u specijalnoj teoriji relativnosti:
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u sledeéoj glavi vide¢emo da je matematicki opis klasiéne i kvantne mehanike
potpuno razlicit, i zato je ova veza netrivijalna. Medjutim, sli¢no kao kod
WKB aproksimacije uspostavlja se i veza izmedju talasne i geometrijske op-
tike: geometrijska optika je limes talasne optike (odnosno elektrodinamike)
kada su talasne duzine ravnih talasa zanemarljivo male3.

Razmatramo stacionarnu Schrédinger-ovu jednaéinu u jednoj dimenziji,

2
o W) + (B~ Ula)b(a) = 0, (2.185)

koju uvodjenjem ‘klasi¢nog impulsa’ p(z),

k(z) = %mzm(E ~U(z)) = p(hx) (2.186)

mozemo da prepiSemo u obliku
"+ k*(2)y = 0. (2.187)
Za slobodnu Cesticu reSenja ove jednacine su ravni talasi
W = etnpe (2.188)

pa ¢emo i za opsti slucaj jednacine (2.185) uvesti talasnu funkciju istog
oblika, _
P = en @), (2.189)

Nova nepoznata funkcija S treba da bude reSenje jednacine
ihS" — S +2m(E — U) = 0. (2.190)

Pretpostavljajuéi da se S moze razviti u red po malom parametru h,

S(x) :SO(m)‘i‘?Sl(a?)‘f‘,;jSQ(x)—i-..., (2.191)

zamenom u jednacinu i izjednac¢avanjem ¢lanova uz iste stepene h dobijamo
(Sh)? —2m(E —U) =0, (2.192)

So + 2551 =0, (2.193)

S+ (S7)? + 255,85 = 0, (2.194)

i tako dalje, niz rekurentnih jednacina. Dati sistem moze se reSavati rekurentno,
red po red. U nultom redu, za Sy dobijamo

So = i/ V2m(E —U(z))dz = :t/pdx. (2.195)

3 Principles of Optics, M. Born, E. Wolf, Pergamon Press, 1964. Sliéna tzv. ‘aproksi-
macija visokih frekvenci’ koristi se i u drugim oblastima fizike za dobijanje disperzionih
relacija, npr. kod gravitacionih talasa.
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Koristeéi ovo resenje mozemo da resimo prvi red, (2.193),

1 1
S| = —3 log S, + const = ~3 log p. (2.196)
Prema tome, ukupno resenje u prvom redu po A je
W(x) = L ek Ipde | @2 o~ [pds (2.197)

VP VP

Druga korekcija, Sz, moze se dobiti iz (2.194) zamenom sada poznatih
funkcija Sg i S1. Zapravo, slicnom smenom u vremenski zavisnoj talasnoj
funkciji '

U(z,t) = en S@D (2.198)

mogli smo da reSavamo vremenski zavisnu Schrodinger-ovu jednacinu. U
tom sluc¢aju dobili bismo

S(z,t) = —Et + S(z), (2.199)
a zamena funkcije (2.198) u Schrédinger-ovu jednacinu daje

oS 1 ih

Za h =0 ovo je Hamilton-Jacobi-jeva jednacina klasi¢ne mehanike koja ima
reSenje S = —Ft + Sy. Znadi, zapisana preko faze talasne funkcije, Schro-
dinger-ova jednacina se za h = 0 svodi na klasiénu Hamilton-Jacobi-jevu
jednac¢inu. Pri tome je faza u prvoj aproksimaciji proporcionalna klasi¢cnom
dejstvu sistema, S/h.

Resenje (2.197) zapisano je za slucaj cestice koja ima energiju veéu od
maksimuma potencijala, tj. kada je kretanje cestice slobodno. Medjutim
jednacinu bismo na isti nacin resavali i za sluc¢aj E < Upqz, samo bi reSenje
onda bilo izrazeno preko eksponencijalnih funkcija:

W(x) = 2 e=n [lplde | 25 [lplde, (2.201)

Vel Vel
Interesantno je pitanje kako se navedena dva reSenja glatko spajaju kad
resavamo kretanje ¢estice koja nailazi na potencijalnu barijeru. Tehnicki,
problem je u tome S$to u tacki a u kojoj bi se cestica klasi¢no zaustavila,
E = U(a), ne mozemo da primenimo WKB aproksimaciju, pa ni izraze
(2.197) i (2.201). Ovo se lako proverava: uslov pod kojim smo dobili resenje

je

hsl/
<z <1 (2.202)

Kad izracunamo levu stranu ove nejednakosti za Sy dobijamo

hSy  hmU’
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§to ocigledno nije malo u okolini tacke p = 0. Pazljivom analizom uslova
spajanja dobija se da se pri prolaski kroz barijeru menja faza talasne funkcije:
odgovarajuce pravilo moze da se formuliSe kao zamena

1 1 1 1

- emwlSpdel (‘/ d
e h cos pdx

2¢/1pl vp o h

2.11 DODATAK

-7 (2.204)

2.11.1 FROBENIUS-OV METOD

Jedan od metoda za resavanje linearnih diferencijalnih jedna¢ina drugog reda
je Frobenius-ov metod, i on omogucé¢ava da se nadju reSenja u obliku razvoja
u Taylor-ov red. Zapravo, u jedna¢inama koje se sreéu u matematickoj
fizici najceS¢e imamo ‘modifikovani’ Taylor-ov red, tj. razvoj u stepeni red
pomnozen nekom jednostavnom funkcijom koja se moze dobiti ispitivan-
jem asimptotskog ponasanja reSenja. To je i nacin koji smo primenili pri
reSavanju Schrodinger-ove jednacine za harmonijski oscilator.
Frobenius-ov metod moze se primeniti se na jednacinu oblika

22" + zp(x)y’ + q(z)y = 0, (2.205)

i govori o egzistenciji njenih reSenja u okolini regularne singularne tacke

x =0, tj. tacke u kojoj su funkcije p(z) i g(z) analiticke i imaju Taylor-ove
razvoje

pl) = pa®,  q@) =) qat, (2.206)
k=0 k=0

sa radijusom konvergencije R > 0. Oblik linearno nezavisnih resenja jednacine
(2.205) odredjen je korenima r; i r2 pomoéne jednacine

r(r—1) +por + qo = 0. (2.207)
U zavisnosti od osobina korena imamo tri vrste reSenja; reSenja su izrazena

pomocu razvoja u Taylor-ov red koji konvergira u intervalu 0 < |z| < R.
(1) r1—re € Z. Linearno nezavisna resenja su oblika

oo o0
y1 =t Z apx”, Yo = x'? Z bx”. (2.208)
k=0 k=0
2) r1 =79. ReSenja su
(2) y

o0 oo
y1 = " Z apz®, y2 = y1(x) logx + 2™ Z bra®. (2.209)
k=0 k=1
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(3) m1 — 1o € Z. ReSenja su

0 o0
=" aa, oy =cp(x)logr +a2m Y bpak, (2.210)
k=0 k=0

konstanta ¢ moze biti i 0.

U sva tri slucaja veza tj. rekurentna relacija izmedju koeficijenata ay
(ili bx) dobija se zamenom Taylor-ovog razvoja u pocetnu diferencijalnu
jednacinu.

2.11.2 HERMITE-OVI POLINOMI

Osim kao reSenja Hermité-ove jednacine
y" —2xy +2ny =0, (2.211)

Hermité-ovi polinomi mogu da se definiSu i sa

n €2 d¥ e
Hy () = (—1)"¢* dfgn(e ) (2.212)

ili pomoc¢u funkcije generatrise
2 2 > tn
2t — ZHn(g)E. (2.213)
n=0 ’

Posto je n-tog reda, polinom H, ima n nula koje su sve proste i realne. Vaze
relacije ortogonalnosti

/ m e 8 Hypy () Hy (€)dE = S 2" /70, (2.214)

—00

odnosno, talasne funkcije (Hermité-ove funkcije) koje odgovaraju vrednos-
tima n, m,
Pn(§) = L (€) (2.215)
= e 2 H .
" 2" /mn! e

su ortonormirane,
“+oo

m(§)¥n(§)dE = Omn. (2.216)

—0o0

Prvih nekoliko polinoma su

Hy(§) =1

Hi(§) =2¢ (2.217)
Hy(§) = 4€% =2

Hj(§) = 8¢% —12¢
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Hermité-ovi polinomi zadovoljavaju rekurentne veze

Hy1(€) = 26H, (€) — 2nH, 1 (€), (2.218)
dH,(§)
T 2nH,_1(£), (2.219)
kao i .
22 Hylw +y) = > L He(V22) Ho i (V2Y). (2.220)
k

Interesantna je relacija

il 2xyt—(12+y2)t2

S Ha ) o) = (1— )2 (2.221)

onpl "

2.11.3 FOURIER-OVA TRANSFORMACIJA

Svaku integrabilnu funkciju ¥ (z) mozemo izraziti u obliku

+00 .
Y(z) = / c(k) e*dk (2.222)
—0o0
koji se zove Fourier-ova transformacija. Koeficijenti c(k) dati su integralom
1 [t .
c(k) = e (z) e~k dy (2.223)

koji je dobro definisan za svako realno k. Cesto se umesto prethodne defini-
cije za Fourier-ovu transformaciju koristi simetri¢nija forma, u skladu sa
normalizacijom ravnih talasa i Dirac-ovom notacijom:

1 oo :
Y(x) = \/ﬂ/ b(k)e* dk, (2.224)
~ 1 +oo "
W(k) = \/%/ Y(z)e " dz. (2.225)
Ocigledno, c(k) = ﬁ ¥ (k). Ako se umesto po talasnom broju k integrali
po impulsu, p = hk, formule glase
1 oo i
P(x) = NorT / Y(p)entrdp, (2.226)
~ 1 +oo i
P(p) = \/ﬁ/ P(x)e” 1P dz. (2.227)

I ova definicija razlikuje se do na konstantu, 1[1(1@) = \/ﬁvf)(p)



66 GLAVA 2. JEDNODIMENZIONI SISTEMI

Za Fourier-ove koeficijente vazi

(W)(k) =ik (k),  (")(k) = —K*P(k), (2.228)

kao i

1 oo

k)= — k—1)v()dl. 2.229
0k = —= [ dE=n30 (2229
2.11.4 POISSON-OVI INTEGRALI I GAMA-FUNKCIJA

Osnovni Poisson-ov integral je

too 2 s ﬁ
/ e PTTAT 0 — \/> e, Rep>0 (2.230)
NN p

1z njega se diferenciranjem po parametrima mogu dobiti i drugi Poisson-ovi
integrali

2
/xepx2qx dr = —aa /eprqm dr = —2i u etr, (2.231)
q pyVp

2 2
/:UQe_p”Q_qx dr = —68/6_’”“2_‘” dr = 2 4—1—221) \/?eglp, (2.232)
p P p

Ipak, integrali koji u sebi sadrze proizvod monoma i eksponencijalne
funkcije najlakse se racunaju pomocu gama-funkcije. Gama-funkcija je
specijalna funkcija koja moze da se se definiSe kao resenje jednacine

[(z+1) =2I(2), (1) =1. (2.233)
I'(z) je definisana za kompleksne vrednosti argumenta z i ima proste polove
uz=-nzan=0,1,2,.... Nama je vazna njena integralna reprezentacija
+oo
[(z) = / e~'t*7lat,  argt=0 (2.234)
0

koja vazi za Rez > 0.
’ Slika gama funkcije za realni argument‘
Vrednosti gama-funkcije za celobrojne i polucele argumente date su sa:

I'(n)=(n-1)! (2.235)

G =vA Dty =vr o

5 o (2.236)

2.12 ZADACI
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INTERMECO: MATEMATICKI
FORMALIZAM

Svakodnevni jezik koji koristimo sadrzi mnogo implicitnih pretpostavki,
odnosno informacija i saznanja o stvarima i svetu koji opisuje!. Na primer,
opste je poznato (a mozda i ta¢no) da Eskimi imaju sto reéi za sneg a nijednu
za rat. Ili o¢igledno, pre dvadeset prvog veka pojmovi ‘facebook’ i ‘pametni
telefon’ nisu postojali jer nisu imali odgovarajuéi, konkretni sadrzaj. Slicno
je i sa jezikom fizike. Fizika, na osnovu eksperimentalnih posmatranja iden-
tifikuje koji su to ‘aspekti realnosti’ vazni za opis prirode i pojava u njoj, i
pridruzuje im odredjene matematicke pojmove i strukture. Povezivanje bro-
jeva koji se dobiju u eksperimentu sa matematickim konceptima je slozen i po
svoj prilici nejednoznacan proces, ali on ocigledno izmedju ostalog zavisi od
skupa pojava koje opisujemo tj. od domena eksperimentalnih merenja. Zato
nije neobi¢no da se sa povetanjem ukupne spoznaje prirode i proSirenjem
eksperimentalnog znanja osnovni fizicki koncepti i njihov matematicki opis
razvijaju i menjaju. Naravno kao i u obi¢nom jeziku, jezik fizike sadrzi vise
od svog neposrednog sadrzaja: sadrzi interpretaciju.

Ovo poglavlje posveti¢emo razradi i interpretaciji matematickog formal-
izma kvantne mehanike. Na primerima jednodimenzionih sistema ve¢ smo
delimi¢no razvili intuiciju i upoznali osnovne kvantnomehanicke fenomene;
za realisticne trodimenzione probleme bi¢e potrebno jo$ znanja. U pauzi
izmedju fizike i fizike, sistematizova¢emo matematiku: to znanje pomodi ¢e
da se bolje i jasnije razumeju baziéni pojmovi i sagleda celina, a veoma
cesto i da se pojednostavi konkretni racun. Formalizam kvantne mehanike
je i sam po sebi vazan. On je tako kompaktan i konceptualno zaokruzen da

LOva recenica je parafraza uvoda u poglavlje o formalizmu iz udzbenika J. L. Basdevant-
a i J. Dalibard-a, Quantum Mechanics, Springer 2002. Ovde je citiramo zato $to je bez
sumnje i tacna i relevantna: sama tema formalizma i interpretacije kvantne mehanike
je mnogo dublja i Sira i prevazilazi samo fiziku, i njome se neéemo baviti vise nego §to
je u udzbenicima uobic¢ajeno. Navedena knjiga ima divan moto, citat svetog Avgustina:
‘Believe and you will understand; faith precedes, intelligence follows’.

67
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se neretko u udzbenicima uvodi na samom pocetku zadavanjem ‘postulata’,
sli¢no kao §to se moze uraditi u termodinamici. Mi smo se ovde opredelili za
induktivni pristup, a jedan od razloga je Sto, kada se sa kvantne mehanike
predje na kvantnu teoriju polja, aksiomatska formulacija nije dovoljna. Moze
se re¢i da sam koncept kvantovanja nije unapred potpuno fiksiran nego da
zavisi od fizickog sistema na koji se primenjuje: naravno, ideja reprezento-
vanja fizickih stanja vektorima u Hilbertovom prostoru je uvek centralna.
Zbog toga ¢emo u nastavku ceSée govoriti o ‘principima kvantovanja’ nego
o ‘postulatima kvantne mehanike’.

Prelaz sa Schrodinger-ove talasne mehanike na algebarsku formulaciju
neophodan je izmedju ostalog da bi se konzistentno opisali spin i izospin.
U tom opisu, videé¢emo, opservabli spina pridruzuje se 2 x 2 ili 3 X 3 ma-
trica. Mada je odgovaraju¢a matematika, linearna algebra, jednostavnija od
analize i funkcionalne analize, fizicka intuicija vezana za nju nije klasi¢na:
zato je ovaj korak netrivijalan. Algebarska formulacija je omogucéila razvoj
ideje o unutrasnjim stepenima slobode, jednog od osnovnih koncepata fizike
elementarnih cestica. Ali na ideju da se fizicke veli¢ine opisuju matricama
Heisenberg je dosao razmatrajuéi ne spin nego bas koordinatu i impuls.

Matri¢na mehanika je uvedena i detaljnije razradjena u tri rada iz 1925:
Heisenberg-a, zatim Born-a i Jordan-a i kona¢no Born-a, Heisenberg-a i
Jordan-a, i mi ¢emo ukratko opisati neke od koraka u razvoju ove vazne
teorijske ideje?. U prvom od pomenutih radova Heisenberg se, konstatujuéi
da fizicka teorija ne treba da se bavi velicinama koje se ne mogu opservirati
(kao $to je na primer putanja elektrona u atomu), fokusira na spektre. Jos
od Bohr-a bilo je poznato da se frekvence linija u spektrima atoma dobijaju
kao

hwmn = Em — En (3.1)

i da odgovaraju prelazima elektrona sa m-tog na n-ti nivo energije. Takodje,
vazi rekombinacioni princip

Wmn + Wk = Wk, (32)

kao i
Wi = —Wnm.- (3.3)

Heisenberg je pokusao da izra¢una intenzitete spektralnih linija polazeéi od
klasi¢nog izraza za snagu elektromagnetnog zracenja koga emituje naelek-
trisana Cestica u harmonijskom kretanju

- 4e?

=33 7|2 (3.4)

2G. Emch, Mathematical and Conceptual Foundations of 20th-Century Physics, North
Holland, 2000; S. Weinberg, Lectures on Quantum Mechanics, Cambridge University
Press, 2013.
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Ako analogan izraz vazi i u kvantnom slucaju, treba odrediti Sta u njemu

predstavlja vektor polozaja 7 odnosno u jednoj dimenziji, koordinata .

Heisenberg-ova pretpostavka bila je da je, po analogiji sa uobic¢ajenim Fourier-
ovim razvojem u red

2(t) =Y ape (3.5)

gde koordinati z pridruzujemo Fourier-ovu amplitudu x +— x,, ovde to
izraz oblika
T+ (2) € Wmnt (3.6)

jer imamo dve frekvence, wy, i w,. Ovde je (z)mn kompleksna amplituda
koja karakteriSe prelaz, a eksponencijalni faktor je kao i sama amplituda
‘simetrican’ po oba stanja. Uz to je Heisenberg pretpostavio, u skladu sa
(3.3), da je

(@)7mn = (@)nm- (3.7)

Sta je u tom sluéaju amplituda kvadrata, (22)yn, odnosno §ta odgovara
izrazu ||? u snazi zracenja P? Najjednostavniji i najprirodniji nac¢in da se
reprezentuje mnozenje koordinata, po Heisenberg-u, je

x? — (x2)mn e—iwmnt — mek e—iwmkt Tkn e—iwknt (38)
k

odnosno

(@) = S (@)t (@) (3.9)

k

Mada je intuicija za ovu formulu verovatno proistekla iz osobina Fourier-ove
transformacije odnosno iz izraza (2.229) za Fourier-ove keficijente proizvoda
funkcija, u (3.9) je u stvari Heisenberg ponovo ‘otkrio’ matri¢no mnozenje
koje je kasnije, kao poznatu matematicku operaciju prepoznao Born. Born
i Jordan su naravno bili svesni neobi¢nosti ovog mnozenja jer su ‘matrice’
koje se mnoze beskonacne (indeksi m, n su prirodni brojevi) ali su hteli da
analiziraju implikacije ove pretpostavke. Jedna od direktnih posledica je da
mnozenje nije komutativno. Ako se, slitno koordinati, i impulsu pridruzi
amplituda

p=mi — (D)mn e “mnt (3.10)

imamo

(p)mn = —IMWmnTmn- (3.11)

Tada se za dijagonalne elemente proizvoda dobija

(pm)’rm = Z(p)nk(x)kn = _imzwnk‘(x)nkP? (312)
k

k

(@P)nn = —im Y _ win|(@)nkl® = im > wprl(@)nil®. (3.13)
k k
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Ove izraze su po analogiji sa klasi¢nim, 1925. izrac¢unali W. Kuhn i W.
Thomas i dobili rezultat

2m > wikl (2)nk|* = 1, (3.14)
k

odnosno
(Zp)nn — (P2)nn = ih. (3.15)

Pravilo (3.15) Born i Jordan su povezali sa Bohr-Sommerfeld-ovim pravilom
kvantovanja, a Dirac 1926. sa Poisson-ovom zagradom izmedju kanonski
konjugovanih promenljivih,

{zi,pi}tpz = d4j. (3.16)

Veza izmedju matricne mehanike i talasne mehanike koju je predlozio
Schrodinger godinu dana kasnije, 1926, bila je predmet mnogih radova i
zucnih rasprava, ali ¢ini se da je najintuitivniji uvid imao Dirac koji je insi-
stirao na ‘transformacionoj teoriji’ koja povezuje jedan i drugi opis kvantne
mehanike. Ekvivalentnost oba pristupa konacno je dokazana 1931. Stone-
von Neumann-ovom teoremom o kojoj ¢e biti reci kasnije.

3.1 KINEMATIKA KVANTNE MEHANIKE

Gledano apstraktno, osnovni pojam koji se u fizici koristi je pojam fizickog
sistema. U kontekstu konkretnih eksperimenata ovaj pojam moze se ras-
¢laniti na bar dva, jer je u merenju koncept opservabilnih osobina sistema
(rezultata merenja) nezavisan od nacina na koji se sistem preparira (stanja
sistema). Prvi zadatak teorijskog opisa je da ovom pojmu da operativni
smisao odnosno konkretnu matematicku reprezentaciju: taj deo opisa zovemo
kinematika.

Sa stanoviSta eksperimenta, poCetno stanje sistema pre merenja moze
se identifikovati sa procedurom njegove preparacije. Posto je jedna od naj-
vaznijih osobina eksperimentalnog istrazivanja ponovljivost rezultata mere-
nja, u principu trazimo da se isto stanje moze pripremiti vise puta tako
da isto merenje mozemo vise puta da izvréimo odnosno proverimo®. Zbog
toga se merenja, u klasi¢noj ili kvantnoj fizici, uvek vrse na veéem broju
identi¢no prepariranih fizickih objekata, odnosno na ansamblu. Drugi os-
novni pojam su opservable, merljive osobine sistema: iskazi o opservablama
nuzno uklju¢uju merne uredjaje. Merenje daje skup svih moguéih ishoda,

3Naravno injenica da se eksperiment ne moze ponoviti i proveriti pod kontrolisanim
uslovima fizicare ne sprecava da svoje teorije uspesno ekstrapoliraju: eksperimenti na
primer, u astrofizici i kosmologiji se svode na merenja onoga §to u svemiru, van labora-
torija, postoji (preciznije, §to je postojalo), ali bez obzira na to imamo teorije koje ih
dovoljno ta¢no, kvantitativno opisuju.
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izmerenih brojnih vrednosti, i kad razmatramo sve rezultate dobijene u ra-
zli¢itim stanjima ovaj skup potpuno karakteriSse konkretnu opservablu a
zavisi samo od prirode fizickog sistema. Ponovljivost odnosno ponavlja-
nje merenja vazno je izmedju ostalog da bismo mogli da procenimo greske
merenja.

Kinematika klasi¢ne mehanike opisana je faznim prostorom. Fazni pros-
tor sistema koji ima n stepeni slobode je realni euklidski prostor R?” ili neki
njegov deo: to je prostor fizickih stanja, tacaka (z;,p;), i = 1,...n, zadatih
vrednostima svih komponenti koordinata i impulsa sistema. Ovaj iskaz je
posledica ¢injenice da je drugi Newton-ov zakon diferencijalna jedna¢ina dru-
gog reda po vremenu, pa su njena resenja jednoznacno odredjena pocCetnim
vrednostima polozaja i brzina. Sa druge strane, ako znamo stanje sistema t;j.
vrednosti (z;,p;), onda mozemo da izracunamo odnosno predvidimo rezul-
tate svih merenja jer su sve klasi¢ne opservable (kineticka energija, poten-
cijalna energija, moment impulsa itd.) funkcije polozaja i impulsa. Drugim
reCima, stanja fizickog sistema i opservable koje se na njemu mere opisuju
se istim matematickim objektom, pa se mogu identifikovati. Ovakav opis za
kvantnu mehaniku nije adekvatan, a osnovni razlog je neprekidnost vrednosti
fizickih opservabli koju on inherentno nosi: videli smo da se u eksperimentu,
za odredjene opservable, dobijaju diskretne odnosno kvantovane vrednosti.

Prvi ‘princip kvantovanja’ glasi: STANJU FIZICKOG SISTEMA PRIDRUZUJE
TALASNA FUNKCIJA ILI VEKTOR STANJA (%, [¢)) KOJI JE ELEMENT LIN-
EARNOG PROSTORA H*. Linearni ili vektorski prostor je jedna od osnovnih
matematickih struktura i uvodi se u elementarnoj geometriji da bi se opisao
polozaj Cestice u trodimenzionom euklidskom prostoru. Da ponovimo, bez
mnogo detalja, ovu definiciju. Skup vektora v, x, ¢,--- € H ¢ini vektorski
prostor nad poljem skalara F (a, b, ¢,--- € F) ako su definisane dve op-
eracije, vektorsko sabiranje i mnozenje skalarom, u odnosu na koje je H
zatvoren i za koje vazi da je ‘H, Abel-ova grupa u odnosu na sabiranje, tj.

asocijativnost, o+ W+ x) = (o +v) +x
komutativnost, + =+

" prU=vEe (3.17)
postoji nula, 0 € H 0+ =1

postoji inverz, —p € H ¢+ (=) = 0.

Dalje, mnozenje vektora skalarom je distributivno i kompatibilno sa mnozenjem
skalara:

a(¥ +¢) =ay +ag
(a+ b)Y = ah + by
a(byp) = (ab)y

14h = 1.

4Vrlo brzo éemo ovaj postulat i precizirati (prostor je Hilbert-ov prostor) i prosiriti
(stanje moze da bude i statisticki operator odnosno matrica gustine).

(3.18)
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Operacija koja je vazna i u euklidskoj geometriji i u kvantnoj mehanici je
skalarni ili unutrasnji proizvod: ona vektorima 1 i ¢ pridruzuje broj (¢, ¢).
Skalarni proizvod ima sledeé¢e osobine:

(¢, a1)) = a(o,v)
(9,9) = (¥, 9)" (3.19)
(¥, ) > 0; ako je (¢,1) =0, onda je ¥ =0.

U prostoru sa skalarnim proizvodom moze se definisati duzina odnosno
norma vektora kao

[l = v (¥, 9), (3:20)
kao i ugao koji zaklapaju dva vektora,
(¥, 9)
£ = . 3.21

Za vektore za koje je (1, ¢) = 0 kazemo da su ortogonalni. Kasnije, kod
dokaza relacija neodredjenosti trebaée nam Schwarz-ova® nejednakost:

(¥, 9)(9,0) > (v, D) (3.22)

Schwarz-ova nejednakost kaze u stvari da je za proizvoljni ugao o = LY ¢,
|cosa| < 1.

Jedostavan primer vektorskog prostora je trodimenzioni euklidski pros-
tor: to je prostor nad poljem realnih brojeva a njegovi elementi mogu se
zadati brojnim kolonama

x1 Y1
Y= |22, o= |92 (3.23)
€T3 Y3

a skalarni proizvod u ovom prostoru obi¢no se definiSe sa

3
($,0) =¢"d = iy (3.24)
i=1

Jedna od osnovnih karakteristika vektorskog prostora je njegova dimenzija.
Dimenzija je najmanji broj linearno nezavisnih vektora e; pomocu kojih se
proizvoljan vektor prostora H moze izraziti kao linearna kombinacija,

P = er (3.25)

5Tli pravilnije, nejednakost Cauchy-Bunjakovskog-Schwarz-a.
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Skup {e;} zove se bazis, a koeficijenti z; koeficijenti u razvoju po bazisu.
Ocigledno, dimenzija prostora (3.23) je tri, a za bazisne elemente mozemo
uzeti tzv. apsolutni bazis,

1 0 0
ol, 1], ol. (3.26)
0 0 1

Ovaj bazis je ortonormiran: koeficijenti u razvoju su projekcije vektora
na koordinatne ose odnosno na ortove e;,

Ty = (ei,w). (3.27)

Nesto opstiji vektorski prostor je m-dimenzioni prostor nad poljem kom-
pleksnih brojeva. On se moze zadati brojnim kolonama ¢iji su elementi
kompleksni brojevi,

T

v=1:1, (3.28)

Tn

a skalarni proizvod je definisan sa
(¥, ¢) =vTo=> iy (3.29)
i=1

U kvantnoj mehanici elementi vektorskog prostora se najcesée u tzv.
Dirac-ovoj notaciji oznacavaju sa [¢), |x), |¢). Osim ‘ket’ vektora [¢)
uvodi i njegov dualni, ‘bra’ (¢|, koji se u slu¢aju brojnih kolona dobija
adjungovanjem,

(Wl = ()" (3.30)

Tada se skalarni proizvod ili zagrada (na engleskom, ‘bracket’) pise kao

(¥, 0) = (V]9). (3.31)

I prostor talasnih funkcija koje opisuju stanja jednodimenzione cestice je
vektorski prostor: njega ¢ine kompleksne funkcije () realne promenljive x,
i ocigledno, skup funkcija je zatvoren u odnosu na sabiranje i mnozenje kom-
pleksnim brojem. Skalarni proizvod u prostoru funkcija zadaje se pomocu

integrala:
+o0o

(Yl¢) = P (z)o(x) da. (3.32)

Interval na kome je zadat skup talasnih funkcija i definisan integral (3.32)
moze da bude i ograni¢en i tada obi¢no funkcije zadovoljavaju dopunski



74 GLAVA 3. INTERMECO: MATEMATICKI FORMALIZAM

grani¢ni uslov; takodje, u integralu moze da postoji netrivijalna mera inte-
gracije, nenegativna funkcija u:

b
($16) = / 6 (@)6(2) () da (3.33)

Na primer, kada se u trodimenzionom prostoru sa Descartes-ovih predje na
sferne koordinate skalarni proizvod postaje

“+o0 T 27
<¢|¢>:/0 /0 i V* ¢ r?sin 6 drdf d, (3.34)

a grani¢ni uslov na funkcije ¥(r, 0, ¢) koji se standardno zadaje je ¥ (r,0,0) =
Y(r,0,27). Videli smo da, zbog statisticke interpretacije, talasna funkcija
treba da bude normirana,

(Yly) =1. (3.35)

Osobina da je integral
+00
/ || dz < oo (3.36)

konacan naziva se kvadratna integrabilnost.

Linearni prostor ‘H kvadratno-integrabilnih funkcija ili Hilbert-ov pros-
tor je beskona¢nodimenzion. Najjednostavniji na¢in da se u to uverimo je
da za bazis uzmemo skup monoma {z*}. Monomi su linearno nezavisni:
nijedan od njih se ne moze prikazati kao linearna kombinacija ostalih a ima
ih beskona¢no mnogo. Pored toga, svaka funkcija se moze razviti po ovom
bazisu — to je razvoj u Taylor-ov red,

v®(0)
W(a) =)~ ak. (3.37)
k=0
Dodus$e, monomi nisu kvadratno-integrabilne funkcije i ne mogu se normi-
rati, pa su zato u stvari izvan prostora H. Sem toga nisu ni medjusobno

ortogonalni, no svejedno, njihovo uvodjenje daje nam dimenziju H. Drugi

bazis po kome mozemo razviti talasne funkcije je bazis ravnih talasa, {e?**}:
razlaganje po ovom bazisu je razvoj u Fourier-ov integral:
+o0 )
W) = / c(k) e dk. (3.39)
—00

Za ragzliku od monoma, ravnih talasa ima neprebrojivo mnogo: oni su ‘pre-
brojani’ promenljivom k koja se menja kontinualno, k € (—o0,+00). Ali
ni ravni talasi se ne mogu normirati. Najbolji bazis koji smo do sada imali
je skup svojstvenih funkcija harmonijskog oscilatora ¢, (z), n =0,1,2,...
dat u (2.215): ove funkcije su i medjusobno ortogonalne i normirane.
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Ukoliko se sistem sastoji od N cCestica, njegova talasna funkcija za-
visi od koordinata svih Cestica, (r,...7xy). Ona daje verovatno¢u da

Cestice 1,...,N budu u infinitezimalnoj zapremini dVj ...dVy oko tacke
(71, ...,7n) konfiguracionog prostora sistema,
dP = pdVy...dVy = [¢|*dV; ...dVy. (3.39)

Ukupna verovatnoca da se bilo koja Cestica nadje bilo gde u prostoru je jed-
naka jedinici, i ta normalizacija se, zbog jednacine kontinuiteta, u vremenu
odrzava.

3.2 (OPSERVABLE I MERENJA

Dakle, prvi postulat kvantne mehanike kaze da stanja sistema |v¢) ¢ine vek-
torski prostor. Pod stanjem naravno podrazumevamo statisticki ansambl
identi¢no pripremljenih sistema, jer ¢ée rezultati merenja u principu biti
opisani statistickom raspodelom verovatnoce. Stanja zavise od vremena t
kao parametra, i njihova dinamika data je Schrodinger-ovom jedna¢inom o
¢emu C¢e biti reci kasnije. Uvedimo pre toga sledeéi element fizickog opisa:
opservable. Drugi postulat kvantovanja glasi: FIZICKE OPSERVABLE A,
B,...M OPISUJU SE HERMITSKIM OPERATORIMA KOJI DELUJU U PROS-
TORU STANJA H. MoOGUCI REZULTATI PRI MERENJU OPSERVABLE A SU
NJENE SVOJSTVENE VREDNOSTI a;, A SREDNJA VREDNOST A KOJA SE DO-
BIJA MERENJEM U STANJU [¢) JE (A) = (¥|A|vY).

Ovako zadat postulat ima veé¢ neke implikacije ali podjimo redom, opet
da ukratko definisemo neophodne pojmove. Linearni operator A je preslika-
vanje vektorskog prostora u samog sebe

Alp) =1¢),  [¥),l9) € H, (3.40)

koje je linearno

Afalp) +blx)) = a Ajp) + b Alx). (3.41)

Skup svih operatora koji deluju u H je algebra: mnozenje u algebri operatora
je njihovo uzastopno delovanje,

(AB)[y) = A(Bly)), (3.42)

sabiranje dato sa
(A+ B)[¢) = Aly) + Bly), (3.43)

a jedinica I je identi¢no preslikavanje, I[1) = |[¢). Ako postoji inverzni op-
erator A~!, AA=! =T, kazemo da je A invertibilan. Iz osobina vektorskog
prostora vidimo da je sabiranje operatora komutativno dok mnozenje u prin-
cipu nije. Razlika

[A,B] = AB — BA (3.44)
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zove se komutator operatora A i B. Posto je skup linearnih operatora alge-
bra, moze se definisati stepen operatora:

AV =1, A% = AA, A% = A%4, ... (3.45)

a samim tim i proizvoljna funkcija f(A), formalnim razvojem u Taylor-ov

red

(k)
f(A):Zf k'(O) AP, (3.46)
k=0 ’

o0

U n-dimenzionom vektorskom prostoru linearni operatori su n X n ma-
trice

ailr a2 ... A1n
azr a2 ... aon

A= 7 7 T (3.47)
anl1 Aap2 ... Ann

Matrica A ocigledno ima n? nezavisnih elemenata, pa je prostor kvadratnih

matrica vektorski prostor dimenzije n?. Jedan bazis u tom prostoru moze se
dobiti ako vektore apsolutnog bazisa pomnozimo ‘obrnutim redom’ odnosno
pomnozimo kolonu |k) vrstom (1|9,

B = k)1 (3.48)

Tada prema pravilima matriécnog mnozenja dobijamo n X n matricu koja
na svim mestima ima nule, osim na kl-mestu gde je jedinica. Proizvoljnu
matricu A mozemo da napiSemo kao

A= an k)| (3.49)

k=1

U ovom bazisu se lako izvodi pravilo mnozenja kvadratnih matrica,
AB = aplk)(11Y " bjmlidml = (D axibim) |k} (ml, (3.50)
k,l j:m koo

pa imamo

(AB)km =Y _ aibim. (3.51)
l

Pri izvodjenju formule (3.51) koristi se ¢injenica da je mnozenje matrica bez
obzira na njihov format asocijativno, kao i ortonormiranost pocetnog bazisa

(ll7) = 615 (3.52)

U starijoj notaciji ovo mnozenje se zove dijadski proizvod.
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Posebni u bazisu {Ejy;} su dijagonalni elementi |k)(k|. Oni su projektori
koji prozvoljni vektor |¢) projektuju na pravac |k),

Egr|) = [k)(k[). (3.53)

Sabiranjem svih matrica Fjy; dobijamo jediniénu matricu I,
n
I=> |k)K|. (3.54)
k=1

Ova relacija se zove relacija kompletnosti i znaé¢i da je {|k)} bazis tj. da
proizvoljno stanje |¢)) mozemo po njemu da razlozimo,

) = 1) =Y k) (klw) = cxlk), (3.55)
k=1 k=1

gde smo sa ¢ = (k|¢)) oznacili koeficijente u razvoju vektora [i)) odnosno
vrednosti projekcija [¢)) na |k).

Jedna od najvaznijih operacija u skupu operatora je adjungovanje. Op-
erator Al je adjungovani od operatora A ako za sve vektore 1) na kojima je
dejstvo A definisano, i sve x vazi

(x Av) = (ATx, ). (3.56)
U Dirac-ovoj notaciji ovaj izraz piSemo kao
(x| Av) = (ATx|¢) = (x|A¢). (3.57)
Iz definicije (3.56) lako se vidi pravilo
(AB)" = BT AT (3.58)

U prostoru matrica adjungovanje se svodi na transponovanje i kompleksnu
konjugaciju matrice (A)x = ag,

(AN = ajy. (3.59)

U odnosu na adjungovanje definisu se vazne klase operatora, npr. hermitski
operatori kod kojih je
AT =4, (3.60)

antihermitski operatori za koje imamo

AT = — A, (3.61)

i unitarni operatori

Ul =uv-t (3.62)
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U prostoru matrica hermitski operatori su u stvari hermitske matrice.
Naravno, operacija adjungovanja moze da se definiSe u svakom vektorskom
prostoru sa skalarnim proizvodom. Uzmimo na primer prostor H kvadratno-
integrabilnih funkcija jedne promenljive i operator diferenciranja

d

e (3.63)

Pa =
koji je ocigledno linearan. Sta je adjungovani, pL ? To éemo odrediti ko-
riste¢i definiciju (3.56),

—+00 T 0 N
/ X" (z) Chi}l;) dr = / (pjlx(:n)) Y(z) de. (3.64)

— 00 — 00

Posle parcijalne integracije leve strane dobijamo

too dip(x . ~ *© dx*(x
[ @i = ac@ie - [T oy i
(3.65)
Posto su funkcije 9 i x kvadratno integrabilne njihova vrednost u beskonaéno
udaljenim tackama je nula, pa mozemo da zaklju¢imo da je

—0o0

d
" x(z) = —a X 3.66
sl x(e) = —a” X (3.66)
Znaci, operator p, je hermitski kada je konstanta « imaginaran broj. Zato
se standardno definiSe operator impulsa kao

d
I
a ‘kapicu’ iznad slova koristi¢emo da naglasimo da je u pitanju operator onda
kad postoji moguénost da ga pomesamo sa konstantom odnosno brojem.

Jedan od vaznih pojmova i u linearnoj algebri i u kvantnoj mehanici je
pojam svojstvenog stanja ili opstije, svojstveni problem. Svojstveni problem
je jednacina

p=—ih (3.67)

Alp) = aly), (3.68)

a njena reSenja a se zovu svojstvene vrednosti, a [1) svojstveni vektori op-
eratora A. Za kvantnu mehaniku vazna osobina svojstvenih vektora je da
opisuju stanja sistema koje delovanje operatora A ne menja jer zapravo,
stanje kvantnomehanic¢kog sistema je odredjeno samo pravcem vektora. To
je zato $to su stanja normirana, (1|¢)) = 1, tako da ako |¢) pomnozimo
konstantom ona moze biti samo fazni faktor e*® koji se u merenju ne detek-
tuje. U zavisnosti od toga kakav je operator A njegov svojstveni problem
moze imati jedno ili viSe reSenja. U kona¢nodimenzionom prostoru skup
svojstvenih vektora hermitske ili unitarne matrice” je kompletan; svojstveni

"Zapravo ovo je osobina normalnih operatora koji su definisani uslovom (A, AT] =0.
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vektori su ortogonalni tako da ih mozemo uzeti za bazis. Ako vektore ovog
bazisa ozna¢imo sa |k), imamo

Alk) = aglk), (3.69)

a skup {ay} zove se spektar operatora A. Neke od svojstvenih vrednosti ag
mogu u principu da budu i jednake, i tada obi¢no uvodimo dodatni ‘kvantni
broj’ npr. x koji medju sobom razlikuje vektore u jednom svojstvenom
potprostoru,

Alk, k) = ailk, k), (3.70)

i svojstveni projektor P,
P =Y |k ) {k, k|- (3.71)

U svojstvenom bazisu matrica A je dijagonalna,

al 0 0
0 as ... 0

A= . - 1, (3.72)
o 0 ... ap

odnosno

A= "aglk, k) (kK| = apPp. (3.73)
k

k,k

U kvantnoj mehanici izbor bazisa koji je svojstveni za opservablu A zove
se ‘A-reprezentacija’. Naravno, funkcije operatora A imaju isti svojstveni
bazis kao A

FOA) =" flar)lk, k) (k. 5], (3.74)

k.,k

jer se ocigledno dijagonalne matrice mnoze kao brojevi. Vazna osobina o-
peratora koji medjusobno komutiraju je da imaju bar jedan zajednicki svo-
jstveni bazis.

Vratimo se sada drugom principu kvantovanja. On kaze da su rezultati
merenja opservable A njene svojstvene vrednosti. Ukoliko merimo A na
sistemu koji je u svojstvenom stanju |k), srednja vrednost opservable A biée

(A) = (k|Alk) = ax, (3.75)
a srednja vrednost od A2 je
(A?) = (k|A%|k) = a3. (3.76)
Prema tome, disperzija od A u svojstvenim stanjima je nula,

(AA)? = (A?) — (A)2 =0 (3.77)
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odnosno kad merimo na ansamblu, merenje na svakom pojedina¢nom sis-
temu daje isti rezultat, ax. Ukoliko stanje nije svojstveno,

) = cxlk), (3.78)

k

ocekivana vrednost je
(A) =) Gkl A all)y =) lerlPar =Y pra. (3.79)
k l k k

Koeficijenti u razvoju vektora |¢) daju raspodelu verovatnoée, py, = |ci|? pri
merenju: kazemo da je py verovatnoca prelaza iz stanja |¢) u stanje |k) jer se
posle merenja svi elementi ansambla na kojima je dobijen rezultat ay nalaze
u stanju |k). Ovo Born-ovo pravilo se ponekad izdvaja kao poseban, treéi
princip kvantovanja ili postulat o verovatnoé¢i: VEROVATNOCA DA SE PRI
MERENJU OPSERVABLE A NA SISTEMU KOJI JE U KVANTNOM STANJU |¢>
DOBLJE REZULTAT ay, JE P(A, a,¢) = pi = (Y| Pg|t) . Opstije, verovatnoca
prelaza iz stanja [¢) u stanje |x) je |(¥|x)|*

Ono §to treba posebno naglasiti je da uslov da su rezultati merenja svo-
jstvene vrednosti u stvari ima za posledicu da su fizicke opservable reprezen-
tovane hermitskim operatorima. Svojstvene vrednosti hermitskog operatora
su realni brojevi, a realan broj je i jedino §to se u laboratoriji moze ocitati
kao rezultat®. Onda sledi da su i oéekivane vrednosti opservabli realne. Za
antihermitske operatore vazi da su im svojstvene a time i oc¢ekivane vred-
nosti imaginarne. Svojstvene vrednosti unitarnih operatora su kompleksni
brojevi modula jedan, e'#.

Ponasanje operatora u beskona¢nodimenzionom prostoru u principu je
dosta komplikovanije nego u konacnodimenzionom prostoru, mada se neke
osnovne osobine vazne za kvantnu mehaniku zadrzavaju; o Hilbert-ovom
prostoru govori¢emo kasnije bez velike preciznosti. Jedna od vaznih razlika
je da, dok u n-dimenzionom prostoru spektar operatora moze da ima na-
jvise n tacaka, u beskona¢nodimenzionom prostoru spektar u principu ima
beskonac¢no tacaka i to moze biti i diskretno i kontinualno ‘beskonacno’.
Svojstvene funkcije hermitskog operatora i dalje su ortogonalne mada, kada
je spektar kontinualan, ne mogu da se normiraju. Vaze uopstenja relacija
(3.54) i (3.73) koja ¢emo u narednom poglavlju napisati i diskutovati.

Karakteristi¢ni primeri operatora definisanih u prostoru funkcija su ko-
ordinata i impuls. Veé¢ smo videli da se impuls Cestice opisuje operatorom
diferenciranja koji na stanje 1 (x) deluje kao

(x) = —ih dqfif). (3.80)

8Zapravo, rezultati merenja su uvek racionalni brojevi jer rezultat ima konacan broj
decimala.
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Sli¢no, operator polozaja & zadat je mnozenjem nezavisno-promenljivom z,

T(x) = zp(x). (3.81)

Rekli smo, operatore odnosno opservable u kvantnoj mehanici ¢esto oznaca-
vamo kapicom iznad simbola da bismo ih razlikovali od brojeva ili funkcija.
Definicije (3.80) i (3.81) uskladjene su naravno sa izrazima za ocekivane
vrednosti koordinate i impulsa koje smo koristili u prethodnoj glavi i koje
smo uveli intuitivno, na osnovu koncepata gustine verovatnoce i fluksa:

(3) = / Ve da, (3.82)

() = /w*( —ih %) dx. (3.83)

Posebno je vazna vrednost komutatora koordinate i impulsa. Iz definicije
dobijamo

£, 5] (z) = —ihz % +ih d(;; ) _ih(a), (3.84)
odnosno
5,5] = ih, (3.85)

posto jednakost (3.84) vazi za proizvoljno stanje 1 (z). Relacija (3.85) zove
se Heisenberg-ova komutaciona relacija i predstavlja, vide¢emo kasnije, os-
novu za kanonsko kvantovanje klasi¢nih fizickih sistema.

3.3 x HILBERT-OV PROSTOR

Prikaz matematickog formalizma kako je dat i koriséen u ovoj knjizi, i da
je neSto precizniji bio bi daleko od pune matematicke strogosti. Takav
pristup, dosta uobicajen u fizickoj literaturi, bazira se na klju¢nom rezul-
tatu o ekvivalentnosti matri¢ne i talasne mehanike koji se najkonciznije vidi
kroz Dirac-ovu notaciju, ali i na analogiji velikog broja osobina konaé¢nih
i beskona¢nodimenzionih Hilbert-ovih prostora. S druge strane taj pristup
bio je mozda jedan od povoda von Neumann-u da napiSe Matematicke os-
nove kvantne mehanike®, knjigu veoma vaznu za zasnivanje ove oblasti, gde
on u uvodu kaze: ‘The method of Dirac, mentioned above (and this is over-
looked today in a great part of quantum mechanical literature, because
of the clarity and elegance of the theory), in no way satisfies the require-
ments of mathematical rigor — not even if these are reduced in a natural
and proper fashion to the extent common elsewhere in theoretical physics’.

9J. von Neumann, Mathematical Foundations of Quantum Mechanics, Princeton Uni-
versity Press, 1955.
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Verovatno je ova ocena prestroga; mi ¢emo ipak posvetiti ovo poglavlje izves-
nim dopunama formalizma. Prvo i najvise zbog kompletnosti, dacemo pre-
ciznu definiciju Hilbert-ovog prostora. Glavna odstupanja i za fiziku naj-
vaznije specificnosti beskona¢nog broja dimenzija su u teoriji operatora: to
je deo funkcionalne analize u koji uopSte neéemo ulaziti, a zainteresovani
¢italac bi trebalo da se upozna sa pojmovima kao $to su domen operatora,
neprekidnost i ograni¢enost.

Dakle precizno formulisan, prvi postulat kvantne mehanike je: PROSTOR
STANJA FIZICKOG SISTEMA JE SEPARABILNI HILBERT-OV PROSTOR. Veéinu
pojmova koji se u gornjoj recenici koriste ve¢ smo uveli, i da dopunimo:
Hilbert-ov prostor je konaé¢no ili beskona¢nodimenzioni linearni prostor sa
skalarnim proizvodom, koji je i POTPUN. Videli smo da je skalarni proizvod
vazan za statisticku interpretaciju; sem toga, u apstraktno definisani prostor
stanja skalarni proizvod uvodi pojmove norme i rastojanja. Norma vektora
1 iz vektorskog prostora H je funkcional koji vektoru pridruzuje realan broj,
|ll: H — R, iima sledeée osobine:

¥ =0, |4 [|=0 samo ako je ) =0,
lv+ol<|v]+ ¢l (nejednakost trougla), (3.86)
| ap ||=lal | ¢ -

Rekli smo da u prostoru sa skalarnim proizvodom norma moze da se definise
kao

| ¥ lI= (¥[¥), (3.87)

pri ¢emu se nejednakost trougla svodi na Schwarz-ovu nejednakost. Prostor
sa normom je metricki prostor a rastojanje elemenata ¢ i ¢ je

A, ¢) =l Y=ol (3.88)

Sada mozemo da definiSemo potpunost. Prostor H je potpun ako u njemu
svaki Cauchy-jev (fundamentalni) niz konvergira, tj. ako osim elemenata,
i limes svakog Cauchy-jevog niza pripada H. Da se podsetimo: niz 1,
nazivamo Cauchy-jevim ako za proizvoljno malo € postoji n tako da je
rastojanje d(Yr,¥m) < € za sve ¢lanove niza pocevsi od n-tog, k,m >
n. Potpunost vektorskog prostora je matematicki dosta prirodan zahtev
zatvorenosti strukture: u klasi¢noj mehanici npr. fizicke promenljive uvek
opisujemo brojevima realne ose koja se dobija upotpunjavanjem skupa raci-
onalnih brojeva. Sli¢no tome i svaki vektorski prostor moze se, dodavanjem
grani¢nih vrednosti svih Cauchy-jevih nizova, kompletirati.

Zahtev separabilnosti prostora stanja je malo manje intuitivan. Separa-
bilnim se naziva vektorski prostor H koji ima prebrojiv i svuda gust podskup
S, tj. podskup za koji vazi: za svaki broj € > 0 i svaki vektor v € H postoji
vektor x € S takav da je rastojanje d(v, x) < e. Znagéi, stanja iz H mogu se
sa proizvoljnom preciznoS§¢u aproksimirati stanjima iz prebrojivog podskupa.
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Ovakav medjusobni odnos imaju opet skup racionalnih i skup realnih bro-
jeva: svaki realan broj moze se proizvoljno dobro aproksimirati racionalnim,
a racionalni brojevi su prebrojivi. U svom udzbeniku funkcionalne anal-
ize!® S. Kurepa kaze da separabilan Hilbert-ov prostor ‘nije ni “malen” jer
je beskona¢nodimenzion, a ni “prevelik” jer je separabilan’. Za separabilne
Hilbert-ove prostore vazi nekoliko teorema vaznih za kvantnu mehaniku:
svaki ortonormirani skup vektora ovakvog prostora je prebrojiv; prostor ima
ortonormirani bazis; i kona¢no, svaka dva separabilna Hilbert-ova prostora
su izomorfna.

Sli¢no uslovu potpunosti, uslov separabilnosti nije direktno povezan sa
nekom specificnom fizickom osobinom i zapravo je u neku ruku zahtev da
stanja imaju odredjeniju, uze definisanu strukturu a ne sasvim opstu: to
po pravilu daje dodatne osobine i pojednostavljuje teorijska razmatranja.
Ima medjutim sluc¢ajeva kada se iz nekog konkretnog razloga za kinematicki
prostor stanja uzima neseparabilan prostor: interesantan primer je ‘loop’
kvantna kosmologija ¢iji ¢emo jedan segment opisati u zadatku kasnije. Med-
jutim, u vaznim fizickim slucajevima Cesto moramo da oslabimo i bazi¢nije
zahteve kao $to je pozitivnost skalarnog proizvoda koja je direktno povezana
sa statistickom interpretacijom. Kada se predje na relativisticku kvantnu
fiziku, zbog osobina prostora Minkovskog na prostoru stanja sistema ne
moze a priori da se zada skalarni proizvod. Kod Gupta-Bleuler-ovog kova-
rijantnog kvantovanja elektromagnetnog polja na primer polazi se od pros-
tora stanja sa indefinitnom metrikom, a tek Lorentz-ov kalibracioni uslov
(| 0uA*p) = 0 redukuje taj pocetni prostor na prostor fizickih stanja za
koja vazi i (¢|¢p) > 0. U stvari u kvantnoj teoriji polja prostor stanja,
tzv. Fock-ov prostor, po pravilu se uvodi konstrukcijom: najvazniji deo te
konstrukcije su operatori kreacije i anihilacije. U ovom smislu smo ranije
komentarisali da postulati kvantovanja nisu fiksirana nepromenljiva dogma,
nego da se mogu promeniti i menjaju se zavisno od fizickog sisema koji
kvantujemo i njegovih osobina.

Uslov potpunosti Hilbert-ovog prostora, jasno je, ostavlja ravne talase
i 6-funkcije van prostora fizickih stanja, a videli smo i vide¢emo da su ova
dva skupa funkcija vazna kako za ra¢un tako i za konceptualno zaokruzenje
formalizma. Da bi se d-funkcija matematicki konzistentno ukljucila u opis,
treba uvesti pojam uopstene funkcije i dualnog prostora. Naveséemo ovde
ukratko samo definiciju, a d-funkciju ¢emo kasnije uvesti kao limes neprekid-
nih funkcija!!. Razmatrajmo radi konkretnosti prostor kvadratno-integra-
bilnih funkcija jedne promenljive H , i njegov potprostor D € H koji ¢emo
zvati prostor probnih ili test-funkcija. Uopstena funkcija ili distribucija f je
funkcional definisan na prostoru probnih funkcija, odnosno preslikavanje iz

108, Kurepa, Funkcionalna analiza, Skolska knjiga, 1981.
1y, S. Vladimirov, Generalized Functions in Mathematical Physics, Mir Publishers,
1979.
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D u brojeve C. Uz to, pretpostavljamo da je funkcional linearan i nepreki-
dan:

funkcional : f:v— (f,v), definisan Voo € D, (f,¢) e C

linearnost : (f,ap + bo) = a(f,v) +b(f, ) (3.89)
neprekidnost : ¥, — ¥ = (f,¢¥n) — (f,9).

Posto se vrednost funkcionala f[i] najcesée izrazava kao integral, uobicajeno
je da se za f koristi oznaka f(z). U ovom kontekstu d-funkcija 6(z —a) se
definise kao

0[] = (a), (3.90)

a za probne funkcije mogu se uzeti sve neprekidne funkcije iz H. Jasno, §to
je manji skup D, to je veéi skup funkcionala koji su na njemu definisani. Dva
funkcionala su jednaka ako su njihove vrednosti jednake za svako ¢ € D, a
linearni prostor svih funkcionala naziva se dualni prostor od D, i moze se
pokazati da je dualni prostor uvek potpun. Konacno, ako je prostor probnih
funkcija D = H, onda je odgovarajuc¢i dualni prostor izomorfan pocetnom
prostoru H (Riesz-ova teorema).

Veé smo rekli da se u Hilbert-ovom prostoru operator A moze reprezen-
tovati dejstvom na funkcije,

AyY(z) = /A(x,x/)@l)(l‘/)da:’, (3.91)

ili, za diskretan prebrojiv bazis funkcija 1,, beskona¢nom matricom a,

m=0

U prvom sluc¢aju A je zadat funkcijom dve promenljive A(z,z’) koja se zove
jezgro operatora ili integralni kernel. Posto npr. u diskretnoj reprezentaciji
imamo sume beskonacnih redova, jasno je da ¢e se u beskona¢nodimen-
zionom vektorskom prostoru u principu pojaviti problemi konvergencije i
beskona¢nosti. To se odmah vidi kod definicije traga i determinante: ove
dve veli¢ine imaju smisla samo kada je rezultat formalno definisane operacije
konvergentan odnosno konacan.

I spektar operatora se u Hilbert-ovom prostoru definiSe opstije a ne samo
kao skup svojstvenih vrednosti. Spektar operatora A je skup svih brojeva
a za koje je A — al singularan operator; komplementarne tacke, za koje
je A — al regularan ¢ine rezolventni skup operatora A'2. Moze se pokazati
da svaki neprekidni operator ima bar jednu tacku u spektru. U opStem
slucaju spektar moze da ima tri tipa tacaka ili tri dela, i to su: diskretni
spektar, kontinualni spektar i rezidualni spektar. Tacke diskretnog spektra

12 (aI — A)™' se naziva rezolventa operatora A.
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su svojstvene vrednosti operatora i njima odgovaraju svojstveni vektori, dok
tacke kontinualnog spektra nemaju svojstvene vektore (u prostoru H). Moze
se dalje pokazati da su rezidualni spektri hermitskih i unitarnih operatora
prazni skupovi. Zato, ako za funkcije koje zadovoljavaju analogon svojstvene
jednacine

Aln) = ap|n), (3.93)
za tacke kontinualnog spektra a uvedemo oznaku |a)

Ala) = ala), (3.94)

vaze formule analogne sa (3.54) i (3.73):

A:Zan|n)(n|—|—/a|a><a|da, I:Z\n><n|+/|a><a| da. (3.95)

3.4 x MATRICA GUSTINE

I konac¢no da generalizujemo jo$ jednom prvi postulat, onaj o stanjima.
Rekli smo da kvantno stanje identifikujemo sa ansamblom koji se sastoji
od velikog broja pojedina¢nih fizickih sistema koji su pripremljeni na isti
nacin. Postavlja se sledece prirodno pitanje: mozemo li da, u teorijskom
opisu, ujedinimo rezultate merenja iste opservable izvrSena na dva razlicita
ansambla koja se sastoje od pojedinaénih sistema iste prirode (ali mozda nisu
u pocetku na isti nac¢in preparirani)? Ili: moZzemo li ansambl da podelimo
na dva podansambla, i da odgovarajuée rezultate posmatramo kao rezultate
posebnih merenja? Jasno je da se ovo praktitno tj. u eksperimentu moze
uciniti, te da je prirodno da i u teoriji koncept ili pojam ansambla zatvorimo
ili upotpunimo u odnosu na operaciju unije visSe podansambala ili merenja.

U cilju da se pojam ansambla kompletira, potrebno je da se uvede
pojam homogenog (ireducibilnog) ansambla ili ¢istog stanja'®. Homogeni
svih opservabli kao i ceo ansambl. Homogeni ansambl je Cisto stanje i
opisuje se talasnom funkcijom ili vektorom |[¢). Sa druge strane, neho-
mogeni ansambl ili meSano stanje je unija dva ili vise homogenih ansambala
(koje bismo u principu pri nekom merenju mogli da razlikujemo). Mesano
stanje opisuje se matricom gustine

p="Y wrltn) (W, (3.96)
k

gde su brojevi wy, statisticke tezine pojedinih podansambala,

wp >0, Y wp=1, (3.97)
k

13Precizna i detaljna diskusija o &istim i meSanim stanjima data je u udzbeniku F.
Herbuta Kvantna mehanika za istrazivace, Univerzitet u Beogradu, 1982.
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a Cista stanja |¢;) koja su pomeSana mogu a ne moraju biti ortogonalna.
Matrica gustine ili statisticki operator definiSe se kao pozitivan operator
traga 1. U specijalnom slucaju ¢istog stanja statisticki operator je projektor,

p=0)wl,  p*=p, (3.98)

dok je u ostalim slucajevima p? < p.

Formule za ocekivane vrednosti i verovatnoce koje smo napisali za Cisto
stanje lako se uopstiti na meSana stanja. Iz postulata o opservablama i
verovatnodi za verovatno¢u dobijanja rezultata a; pri merenju opservable A
i za srednju vrednost imamo

P(A, ag, 1)) = (Y| Prlp) = Tr Pely) (¢,
(A) = (Y[A[y) = Tr AlY) (Y. (3.99)

Ovo lako uopstvamo na mesano stanje, pa su verovatnoce i o¢ekivana vred-
nost

P(A,ag, p) = Tr Py p, (A) =TrAp. (3.100)

Vidi se da ove formule ta¢no odrazavaju proces meSanja ili unije podansam-
bala u ansambl, tako da na primer, ako su o¢ekivane vrednosti A na po-
dansamblima (A)y, o¢ekivana vrednost na celom ansamblu je

A) =" wi( A (3.101)
k

Mozda nije na prvi pogled oc¢igledno da li je stanje koje je linearna kom-
binacija ili koherentna mesavina stanja |v,),

¢> = ch‘wn% (3.102)

razlicito od mesSanog stanja odnosno nekoherentne mesavine

o= lealhn) (. (3.103)

Matematicki, razlika je oc¢igledna

py = ) (Y| = Zc ck|n)(k (3.104)

ali to u nekim fizickim razmatranjima nije ovek jasno. Ova dva stanja ne
razlikuju se pri merenjima opservabli koje su kompatibilne sa p, tj. koje
su oblika A = )" a; |i)(i] . Medjutim, u merenju nekompatibilne opservable
B =3 "b;;]i)(j| ona se mogu razlikovati, jer je na primer

(B)y=TrBp=Y_bunlcal’,

(B)y = Tr Blh) ()| = > brncaci. (3.105)
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3.5 RELACIJE NEODREDJENOSTI

Dokazac¢emo sada teoremu koja kao specijalan sluc¢aj sadrzi Heisenberg-ove
relacije neodredjenosti. Ona glasi: AKO SU A 1 B OPSERVABLE TJ. HERMIT-
SKI OPERATORI, PROIZVOD NEODREDJENOSTI AAAB U FIZICKIM STAN-
JIMA [1)) ZADOVOLJAVA NEJEDNAKOST

AAAB > % (A, B])|. (3.106)

Relacije neodredjenosti dokazuju se koris¢enjem Schwarz-ove nejednakosti.
Oznactimo

A=A~ (4)=A- WA]Y), (3.107)
9) = A'[), (3.108)

i slicno
B'=B—(B)=B- {|A), |x)=DB). (3.109)

Iz relacije
(0lo) = (VA% = 2A4(A) + (A)?|y) = (Y|A? — (4)*|[y) = (AA)?  (3.110)

i njoj analogne za (x|x) dobijamo vezu izmedju levih strana nejednakosti
(3.22) i (3.106),
(@le) (xIx) = (AA)*(AB)%. (3.111)

S druge strane, posto se od A razlikuje do na realnu konstantu, A’ je her-
mitski operator pa imamo

(61x) = WIABI) = (Wl {4 B + 5[4, B, (3112)

gde je smo sa {A, B} oznacili antikomutator operatora A i B,

{A,B} = AB + BA. (3.113)

Koristeéi da je [A’, B'] = [A, B], poslednju relaciju mozemo da napisemo i
kao . .

(¢lx) = 5{A", B}) + 5([A4, B]). (3.114)

Ve¢ smo rekli da su ocekivane vrednosti hermitskog operatora realni, a an-
tihermitskog imaginarni brojevi. Sa druge strane, iz osobine adjungovanja
(3.58) lako se proverava da je antikomutator odnosno simetrizovani zbir dva
hermitska operatora hermitski, dok je komutator antihermitski operator.
Zato je (3.114) u stvari razlaganje kompleksnog broja (¢|x) na njegov realni
i imaginarni deo, pa imamo

1

BROP = T10A BNP + L KA BYP > (A BYP,  (3.115)

W |
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sto dokazuje relacije neodredjenosti.
tor konstantan, [Z,p] = ik, dobijamo da je proizvod neodredjenosti AZAp
ogranicen odozdo,

h
A&Ap > 3, (3.116)

i ovo je Heisenberg-ova relacija neodredjenosti: opservable & i p nazivaju
se ‘komplementarne’. Heisenberg-ova relacija znac¢i da je nemogucée meriti
istovremeno i polozaj i impuls Cestice sa proizvoljno malom greskom. Ova
nemoguénost nije tehnicke prirode, ne sledi iz nesavrSenosti instrumenata
vec¢ je principijelna, inherentni deo naseg odnosno kvantnomehanickog opisa
prirode. Stanja za koja je vrednost proizvoda AzAp minimalna i jednaka gL
nazivaju se koherentna stanja: ve¢ smo videli da su to talasne funkcije koje
imaju oblik Gauss-ovog paketa. Zbog svoje osobine da imaju ‘maksimalno
dobro’ definisan polozaj i brzinu koherentna stanja najpribliznije opisuju
klasi¢nu slobodnu ¢esticu. Sa druge strane, ako se ograni¢imo samo na
jednu od komplementarnih veli¢ina npr. na polozaj, jasno je da je u principu
moguce realizovati niz merenja u kojima se greska stalno smanjuje odnosno
tezi nuli. Pri tome se naravno neodredjenost impulsa povecava.

Relacije neodredjenosti daju nam potreban uslov da dve opservable mogu

da se izmere istovremeno: to je uslov da opservable komutiraju,
[A,B] =0, (3.117)

i ovakve opservable zovu se kompatibilne opservable. Iz linearne algebre
znamo da se one mogu istovremeno dijagonalizovati, odnosno da imaju za-
jednicki svojstveni bazis.

3.6 OPERATORI KOORDINATE I IMPULSA

Kao sto smo ve¢ pomenuli, u prostoru talasnih funkcija ¢ (z) kanonsku ko-
mutacionu relaciju
[z, p] = ih (3.118)

realizuju multiplikativni i diferencijalni operator

dip
o
Koordinata i impuls su osnovne veli¢ine koje opisuju ¢esticu pa je vazno da
ih razumemo i sa formalne odnosno matematicke strane, da ispitamo neke
njihove osobine kao Sto su spektar, svojstvene funkcije, itd. Ispostavlja se
da su ba$ ovi operatori relativno komplikovani odnosno po svojim osobi-
nama razlikuju se od matrica: oba operatora su neogranicena a spektar im
je kontinualan. Doduse, da Heisenberg-ova algebra (3.118) nema konacne
reprezentacije lako se vidi: ako bismo izrac¢unali trag leve i desne strane

b(2) = ad(a),  ple) = —ih (3.119)
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ove jednacine u n-dimenzionom prostoru, na levoj strani dobili bismo 0
a na desnoj thn, S$to je kontradikcija. U beskona¢nodimenzionom slucaju
trag i operacije pod tragom definisane su samo kad sve konvergira, Sto nije
slucaj sa (3.118). Ono §to je medjutim netrivijalno i veoma vazno je da je
reprezentacija (3.119) u osnovi jednoznacéna: ovaj iskaz (naravno u svojoj
preciznoj formi) zove se Stone-von Neumann-ova teorema.

Napisimo dakle svojstvenu jednacina za koordinatu

e (x) = 2o (x) = arhe(z). (3.120)

Ocigledno je da ova jedna¢ina nema resenja u skupu neprekidnih funkcija jer
zahteva da funkcija 1,(x) pomnozena nezavisno promenljivom x u svakoj
tacki ima istu vrednost kao 1, (z) pomnozena konstantom a. ReSenje jed-
nacine moze se naéi u klasi uopstenih funkcija: to delta-funkcija §(z — a)
koja u svim tackama ima vrednost 0 osim u x = a, gde je beskonacna.

Da bismo stekli intuitivnu predstavu o d-funkciji uveséemo jedan od ni-
zova neprekidnih funkcija koje u limesu daju d(z — a). Konstrukcija koju
opisujemo nema samo pedagoski znacaj jer daje konkretni skup fizickih

trajmo za « > 0 jednoparametarsku familiju

o(x —a,a) = S /+OO e~ Clkltik(z=a) g — 1o (3.121)
’ 21 oo Ta?+ (z—a)? ’

’Graﬁk gornje funkcije za 2-3 vrednosti parametra, i skica delta-funkcije. ‘

Lako se vidi da je za svako a funkcija 0(x —a, ) parna oko tacke z = a,
pozitivna i da ima maksimum u x = a. Takodje, nezavisno od «

+o0
/ §(z —a,a)dr = 1. (3.122)

Delta-funkcija moze da se definiSe kao limes

d(z —a)=lim é(z —a,a), (3.123)

a—0

a iz (3.121) mozemo da odredimo i vrednost limesa,

0, x+#a

5(z —a) = { o ale (3.124)
Posto integral (3.122) ne zavisi od ¢, imamo i
+oo
/ d(z —a)dr =1. (3.125)

MDoduse ova stanja nisu normirana: iskaz ne vazi za stanja posle normiranja.
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Poslednja formula kvantifikuje na neki nac¢in kolika je singularnost d-funkcije
u tacki a. Ako u (3.121) uzmemo limes o — 0, dobijamo Fourier-ovu
transformaciju §-funkcije

+oo
d(x —a) ! / e*e=a) gy (3.126)

:ﬁ .

U reprezentaciji (3.123) moze se takodje pokazati da vazi formula koja gen-
eralise (3.122):
+oo
/ 5z — a) ¥(z) dz = (a). (3.127)
—0o0

Dokaz vazi za funkcije 1(z) koje su dovoljno regularne da se redosled limesa
i integracije moze menjati i izvodi se razvojem u Taylor-ov red oko a.

Postoje i druge familije funkcija koje aproksimiraju d-funkciju, a u fizici
se najceScée se koriste sledece:

12
= 1i T a2 X
d(x) clvli% ovm e o?, (3.128)
§(z) = lim 29 (3.129)

a—=oo Tax?

Formula (3.127) zapravo je identi¢na definiciji d-funkcije kao funkcionala
odnosno elementa dualnog prostora, (3.90), i u matematicki strogoj formu-
laciji je definicija: ¢esto se uproséeno ali u stvari sasvim tacno kaze da se
o-funkcija koristi samo ‘pod integralom’. I dalje ve¢ smo napomenuli, dve
uopstene funkcije f(z) i g(x) su jednake ako su ‘jednake pod integralom’,
odnosno ako za svako ¥(x) vazi jednakost

+oo +o0o
/ f(@)p(a) de = / o)) de. (3.130)

—o0 —0
Koristeéi ovu osobinu moze se pokazati da je
(x —a)d(z —a) =0, (3.131)
tj. da je resenje svojstvene jednacine (3.120),
Ya(z) = 0(x — a). (3.132)

Posto je

+oo +o0
0 (2) () da = / Sz —a)d(z—b)de = 5(b—a),  (3.133)

—0o0

vidimo da su svojstvene funkcije koordinate za razli¢ite svojstvene vrednosti
a i b ortogonalne. I dalje, da se ne mogu normirati jer je vrednost kvadrata
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norme beskonacna. Ovo je tipi¢na osobina svojstvenih funkcija kontinu-
alnog spektra, jer, da naglasimo, svojstvene vrednosti koordinate nisu ni¢im
ogranicene ve¢ su proizvoljne tacke realne ose: spektar koordinate je cela re-
alna osa, kao i u klasiénom slucaju. Cinjenica da se 1, () ne mogu normi-
rati zna¢i da ove funkcije ne predstavljaju prava fizicka stanja i nemaju
statisticku interpretaciju: u prirodi ne postoje stanja sa ta¢no odredjenim
polozajem. To nam govore i Heisenberg-ove relacije neodredjenosti.

U Dirac-ovoj notaciji svojstveni vektor koordinate za svojstvenu vrednost
a oznacava¢emo sa |a). Analogno relaciji (3.73) vazi

+oo +00

z :/ ala){a|da :/ z|x) (x| dx (3.134)
—0o0 — 00

a sumiranje po svojstvenim vrednostima je u stvari integracija po parametru

a ili x koji je kontinualan. Skup svojstvenih vektora je kompletan kao i u

diskretnom slucaju (3.54),

+oo
[ / )| da, (3.135)

—00
tako da za svaki vektor |¢)) vazi razvoj po bazisu

—+00

) = Ijg) = / 1) (z]) de. (3.136)

—00

Koeficijenti u razvoju (z|1)) su u stvari talasne funkcije,

(z|Y) =¥ (), (3.137)

odnosno, talasna mehanika je koordinatna reprezentacija kvantne mehanike
u kojoj su sve veli¢ine zapisane u svojstvenom bazisu operatora z.

Sliéno mozemo analizirati i svojstveni problem operatora impulsa. U
koordinatnoj reprezentaciji svojstvena funkcija yx(x) koja odgovara svo-
jstvenoj vrednosti p = kh je reSenje jednacine

dxk
—ih —= = hk xk. 3.138
ih—- Xk (3.138)
Kao sto smo ve¢ vise puta videli, ova jednacina se lako reSava. Njena resenja
su ravni talasi

Xk(x) = Ce™™ = (z[k) (3.139)

i postoje za svaki realan broj k. Dakle, i spektar impulsa je cela realna
osa. Ni ravni talasi nisu fizicka stanja tj. imaju beskona¢nu normu, ali su
za ragli¢ite vrednosti impulsa medjusobno ortogonalni. Potpuno analogno
sa (3.133) normiraju se na d-funkciju,

+o0 too
@ty = [ vi@) vnle)de = |CP / R gy = 5 — k), (3.140)

—00
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pa se za vrednost normalizacione konstante dobija C = \/% Ako ravne

talase umesto na d-funkciju po k normiramo na J-funkciju po p, konstanta
normiranja je C’ = ﬁ Sli¢no relacijama (3.134-3.135) vazi

+o00o +00
;5:/ hk|k) (k| dk, I:/ |k) (k| dk. (3.141)
—00 —00
Proizvoljni vektor |¢)) mozemo pisati i u impulsnoj reprezentaciji,
+oo +oo
wh= [ e dE= [ ik (3.142)
—00 —o0

gde smo koeficijente razvoja oznacili sa 1/;(k) = (k|v). Vezu izmedju koor-
dinatne i impulsne reprezentacije nije tesko odrediti:

+00 +oo
w(x)=<xlw>=<:c|/_ dk|k><k|¢>:\/127r/_ e* (k) dk,  (3.143)

to je Fourier-ova transformacija.

3.7 x KANONSKO KVANTOVANJE

Posto smo definisali matematicki okvir tj. kinematiku kvantne mehanike,
treba da vidimo kako se zadatom klasiénom sistemu pridruzuje kvantni,
odnosno: kako se klasi¢ni sistem kvantuje?

Standardna procedura zove se kanonsko kvantovanje i bazira se na prin-
cipu korespodencije koji je u stvari naredni postulat kvantne mehanike.
Princip korespodencije kaze da, KLASICNI SISTEM KOJI OPISAN GENERA-
LISANIM KOORDINATAMA x; I KANONSKI KONJUGOVANIM IMPULSIMA p; TJ.
VELICINAMA CIJA JE POISSON-OVA ZAGRADA

{zi,0j Pz = 0ij, (3.144)

SE KVANTNOJ MEHANICI OPISUJE OPERATORIMA Z; I p; KOJI ZADOVO-
LJAVAJU HEISENBERG-OVE KOMUTACIONE RELACIJE!®

[, ;] = ihy;. (3.145)

OSTALE FIZICKE VELICINE DOBIJAJU SE IZ ODGOVARAJUCIH KLASICNIH
IZRAZA PRIMENOM OIZABRANOG OPERATORSKOG UREDJENJA.

Ponekad se kolokvijalno kaze da je kvantovanje procedura u kojoj se
klasi¢énim opservablama pripisuju operatori tako da Poisson-ova zagrada
‘prelazi’ u komutator po sledeéem pravilu

U ghrr 1 (.4 (3.146)

5 Algebra definisana relacijama [z, p] = iAC, [z, C] = 0, [p,C] = 0 zove se Heisenberg-
ova algebra.
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Ovaj iskaz zapravo nije sasvim tacan jer ne vazi za sve funkcije f i g: moze
se pokazati da ne postoji preslikavanje ~

x—&  p—p  flop) - f (3.147)
za koje vazi .
—_— Z ~ R
{fvg}PZ: _ﬁ[fag}a (3148)

za proizvoljne funkcije kanonskih promenljivih!'®. Pokaza¢emo medjutim da
se moze nametnuti zahtev da jednakost (3.148) vazi u vodeéem redu po
Planck-ovoj konstanti A.

Preslikavanje na neki na¢in ‘obrnuto’ od kvantizacije (3.147) je klasi¢ni
limes A — 0'7. Pokazademo da za proizvoljne funkcije f ig vazi

[f. 4] — ih{f,g}pz + O(h?), (3.149)

odnosno da klasi¢ni limes daje ne samo nulti red u kome sve veli¢ine ko-
mutiraju, kao u klasi¢noj mehanici, nego i prvi red u razvoju po A. Smisao
gornjeg iskaza vidi se preciznije kad se ra¢unaju komutatori. Na primer, iz
relacije

[Z,p] = ih (3.150)

lako se pokazuje da je
[z", p] = ihna" !, (3.151)

pa za proizvoljnu funkciju f () vazi

. df
t),p| =ih —. 3.152
F(@),5) = ih 2 (3152)
Sliéno, za funkciju g(p) koja zavisi samo od impulsa imamo
A . dg
[, 3(p)] = ih (3.153)

dp

Medjutim ako funkcije f i g zavise od obe kanonske promenljive, onda
razvoj u Taylor-ov red nije a priori dobro definisan i komutator [f,g] ne
moze da se izraCuna pre nego §to se definiSe operatorsko uredjenje. Moze
ipak da se odredi vodeéi doprinos tj. ¢lan linearan po A,

0f 0 _ 990f

[f, 3] :Zh(%aiﬁ Ty

) + O(h?), (3.154)

16Nalazenje ovog preslikavanja u literaturi se naziva Dirac-ov problem, a detaljnija for-
mulacija teoreme koja kaze da Dirac-ov problem nema reSenje moze se nac¢i npr. u Emch-
ovoj knjizi koju smo citirali na pocetku ove glave.

Preciznije, klasiéni limes kinematike. U dinamickom smislu klasi¢éni limes dat je
Ehrenfest-ovom teoremom koju navodimo u jednom od narednih poglavlja.
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a rezultat je proporcionalan Poisson-ovoj zagradi.

Racunajuéi (3.154) vidimo da nejednoznacnost kvantovanja lezi u oper-
atorskom uredjenju. U klasiénoj mehanici opservable komutiraju pa njihov
proizvod mozemo da piSemo u bilo kom redosledu: u kvantnoj mehanici u
principu f§ #§ §f , tako da moramo da definiSemo redosled kojim se opera-
tori mnoze. Konkretno: pretpostavimo npr. da u klasi¢cnom hamiltonijanu
imamo sabirak z2p. Pitanje je, koji éemo operator u kvantnoj mehanici
pridruziti ovom ¢lanu: #2p, pi?, @pd ili nesto komplikovanije? Svi ovi
izrazi su razli¢iti a imaju isti klasi¢ni limes. Jedan od kriterijuma je jasan
(ali nedovoljan): ako kvantujemo fizicku opservablu odgovarajuéi operator
treba da bude hermitski tako da bismo u prethodnom primeru mogli da
uzmemo npr. Tpx, ili (ac P+ p2?). U principu, odgovor na pitanje ured-
jenja ne zadaje se aksmmatskl nego tako da odgovara eksperimentu. U praksi
se u stvari problem uredjenja retko postavlja, makar u kvantnoj mehanici,
i viSe je teorijske prirode: u kvantnoj teoriji polja najcesée se koristi tzv.
normalno uredjenje operatora.

Za razliku od teorije polja, mehanicki sistemi odnosno sistemi sa konac¢nim
brojem stepeni slobode imaju dobru osobinu da je njihovo kvantovanje jed-
noznacno. Ova osobina proistice iz Stone-von Neumann-ove teoreme koja
kaze da je svaka ireducibilna reprezentacija kanonske komutacione relacije

[z, p] = ih, (3.155)
gdesu z i p hermitski operatori, ekvivalentna Schrodinger-ovoj reprezentaciji
d
i ) h — —ih —. 3.156
T—uz p— —ih— ( )

Dodatni uslov je da se koordinata i impuls reprezentuju u separabilnom
prostoru stanja.

Dokaz Stone-von Neumann-ove teoreme izvodi se razmatranjem ekspo-
nenata od 2 i p koje je prvi put uveo Weyl'®,

Ulo) =e 9P V(r)=e "2 (3.157)

Ovde taj dokaz neé¢emo analizirati, ali poSto se Weyl-ova grupa veoma ¢esto
koristi, zadrza¢emo se malo na njenim osobinama i izvesti zakon mnozenja.
Za raCunanje sa veliCinama koje ne komutiraju kao $to su matrice ili oper-
atori jedna od najvaznijih jednakosti je Baker-Campbell-Hausdorff-ova for-
mula

e"Be ™ = B +[A, B] + 21 [A,[A, B]] + (3.158)

Ovu formulu nije tako tesko dokazati uvodjenjem funkcije F(s) = e*ABe™54
i njenim razvojem u Taylor-ov red po s. Mi é¢emo (3.158) prvo primeniti da
izrac¢unamo izraz U~'2 U. Posto je [p,#] = —ih a [p, [p,2]] = 0, imamo

P 3 e7P = ¢ + ho. (3.159)

Y. Weyl, The theory of groups and quantum mechanics, Dover Publications, 1931.
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Mozenjem sa U sleva poslednja relacija se moze prepisati kao
[Z,U(0)] = halU(0). (3.160)
Sada moze da se odredi i V~1UV. Koriséenjem (3.158) i (3.160) dobija se
V) U(e) V(r) = ™" U (o), (3.161)

odnosno
Ulo) V(1) = ™"V (1) U(0o), (3.162)

ili, ako ozna¢imo uw =U(o), v =V (o)1 q¢= etroh

. (3.163)

>

@i = qb

Ova relacija definise Weyl-ovu algebru. Interesantno je da Weyl-ova algebra
(3.163), za razliku od Heisenberg-ove algebre (3.155), za specijalne vrednosti
konstante ¢ koje su koreni jedinice, ¢" = 1, ima kona¢nu n-dimenzionu
reprezentaciju. Ona je data tzv. ‘clock’ i ‘shift’ matricama

1 0 0 0 010 0
0 g 0 ... 0 00 1 0

v=10 0 ¢* ... 0 |, i@=10 0 0 (3.164)
O 1
00 0 ... ¢g"! 1 00 0

Razume se, izraze (3.164) ne mozemo resiti po & i p i tako dobiti kona-
¢nodimenzionu reprezentaciju Weyl-ove algebre jer logaritam nije dobro t;j.
jednoznacno definisan ¢ak ni za kompleksne brojeve.

Kanonska komutaciona relacija (3.155) je u nekom smislu, srz kvanto-
vanja (preciznije kanonskog kvantovanja; kvantovanje se vide¢emo kasnije,
moze definisati i polazeéi od simetrija) ali je, interpretirana geometrijski,
vezana za ravan prostor tj. trodimenzioni euklidski ili ¢etvorodimenzioni
prostor Minkovskog. Zato je prirodno da se pretpostavi da se u zakrivlje-
nom prostoru, ili na visokim energijama ona modifikuje. Jedna modifikacija
koja sledi iz teorije struna data je sa

[#,p] = ih(1 + Bp*), (3.165)

gde je f > 0 dimenziona konstanta koja zadaje skalu energije na kojoj
se odstupanja od standardne kvantne mehanike uocavaju. Posto je relacija
(3.165) dosta jednostavna a ima interesantne posledice, na njoj ¢éemo se malo
zadrzati. Jedna od posledica teorije u kojoj vazi (3.165) je da se polozaj ne
moze meriti proizvoljno precizno. Ako napiSemo u ovom slucaju relacije
neodredjenosti,

A& A > L |{[a41)] = iB(1+ A7) = i1+ BAR? + (), (316
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dobijamo
(1+ B(Ap)?), (3.167)

odnosno

+ BAp). (3.168)

Iz grafika zavisnosti AZ(Ap) |Ova slicical y = 2 (1 + Bz) | lako vidi se da

neodredjenost A# ima minimalnu vrednost za Ap = 1/4/3, odnosno da je

Ai > /3. (3.169)

Ovakva osobina pozeljna je na primer u kvantnoj gravitaciji, jer principijelna
nemoguénost lokalizacije moze da bude reSenje problema singularnosti u
centru crnih rupa. Reprezentacija algebre (3.165) na prostoru kvadratno-
integrabilnih funkcija data je u radu'® i sem gore navedene ima i druge
interesantne osobine.

3.8 DINAMIKA KVANTNE MEHANIKE

Prvi postulati kvantovanja zadaju kinematiku kvantne mehanike, tj. njen
matematicki okvir, i kao $to smo videli neophodnost ovakvog opisa sledi
iz eksperimenata. Sli¢no tome, iz eksperimenata se dobija i dinamicki za-
kon odnosno jednacina koja opisuje promenu stanja sistema sa vremenom.
Mi smo doduse Schrodinger-ovu jednacinu i neka njena reSenja veé upoz-
nali, ali formulisacemo je ponovo i malo opStije, i zapisati u Dirac-ovoj
notaciji. Dakle dinamicki postulat kvantne mehanike glasi: EvVOLUCIJA
STANJA FIZICKOG SISTEMA OPISUJE SE SCHRODINGER-OVOM JEDNACINOM,
in ) g | (1)), (3.170)
dt
GDE JE f{ HAMILTONIJAN SISTEMA DOBIJEN KVANTOVANJEM KLASICNOG
HAMILTONIJANA H.
Posto je jednacina (3.170) linearna i vazi za sva stanja |¥(¢)), ona se
moze formalno resiti uvodjenjem operatora evolucije U(t, to):

(W (1)) = U(t, to) [¥(to)), (3.171)
pri emu je U (t,tp) unitaran operator jer su fizicka stanja u svim trenucima
normirana, (U(¢)|¥(t)) = 1. Najcesée ¢emo uzimati da je to = 0 i pisati
U(t,0) = U(t). Iz Schrédinger-ove jednagine sledi da operator evolucije

zadovoljava

U . .
ih— = HU 3.172
ih— , ( )

YA, Kempf, G. Mangano and R. B. Mann, Hilbert space representation of the minimal
length uncertainty relation, Phys. Rev. D 52 (1995) 1108 [hep-th/9412167].
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a pocetni uslov za U(t) je )
0(0) = 1. (3.173)

U principu, reSavanje operatorske jednacine tezi je problem od reSavanja
obicne, ¢ak i parcijalne, jednacine, zbog nekomutativnosti mnozenja opera-
tora. Ali u specijalnom slucaju konzervativnog sistema, kada H #* H (1),
(3.172) resava se lako, jer moze da se pretpostavi da je U funkcija samo od
H i vremena t koje je parametar. Tada iz

dU

ih— U =ih
gV =iy

loeU .
dlosU _ g (3.174)

au ~
i pretpostavke da ’ komutira sa U dobijamo

Ut) = et (3.175)
Naravno kao $to znamo, svojstvena stanja hamiltonijana (koji ne zavisi od
vremena) su stacionarna, jer ako je

Hn) = Ep|n) (3.176)

imamo i

In(t)) = U(t)|n) = e 5 |n). (3.177)

Medjutim ako hamiltonijan zavisi eksplicitno od vremena, reSenje jednacine
(3.172) u opstem sluc¢aju ne moze da se odredi.

Sada ¢emo formulisati jos jednu vezu kvantne i klasi¢ne mehanike odnosno
klasi¢ni limes, ovoga puta dinamicki: Ehrenfest-ovu teoremu. Ehrenfest-ova
teorema daje zakon promene oéekivane vrednosti opservable (A) = (U] A|¥)

sa vremenom i dobi¢emo je ako (A) diferenciramo:

d X
2 TDIA[T@) =

A 04 L A()
LA + (@0 S 1w ) + (0] 0

Drugi sabirak u poslednjem izrazu razlicit je od nule samo ako A eksplicitno
zavisi od vremena, npr. ako je veliCina vezana za promenljivo spoljasnje
polje. Sa druge strane, prvi i treéi sabirak zamenjujemo iz Schrédinger-ove
jednaéine (3.170) i njoj adjungovane, pa dobijamo
d .. A i, . -
—(A) = (—) — = ([A, H]). 3.178
S(A) = () - 2 (4, A) (3.178)
Ovo je Ehrenfest-ova teorema. Iskaz Ehrenfest-ove teoreme moze da se
uporedi sa osnovnom jednac¢inom kretanja klasicne mehanike zapisanom
u Hamilton-ovom formalizmu. Vremenska promena proizvoljne klasi¢ne
opservable A data je sa

dA 04

PR TR {A,H}pz, (3.179)
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i opet vidimo pravilo da pri kvantovanju Poisson-ova zagrada ‘prelazi’ u
komutator, odnosno {4, H}pz — —¢ [A, H]. Ako za opservablu A uzmemo

koordinatu ili impuls, za hamiltonijan H = % + V(z) dobijamo

@) i, o~ OH, P

T _ﬁ<[xaH]> _<8ﬁ>_ <E>’ (3.180)
ap) i, o OH

T —%<[p, H]) = —( % )- (3.181)

Poslednje dve jednacine analogne su, opet, Hamilton-ovim jedna¢inama kre-
tanja za polozaj i impuls ali naravno nisu identi¢ne jer

FU@)) # {f(2))- (3.182)

3.9 x SCHRODINGER-OVA I HEISENBERG-OVA SLIKA

Opis kvantne mehanike koji koristimo, u kome talasna funkcija odnosno
stanje sistema zavise od vremena a osnovne opservable ne, naziva se Schro-
dinger-ova slika: ona je prirodno proistekla iz analogije ‘talasa materije’
sa elektromagnetnim odnosno klasi¢nim talasima, i koja je bila osnova in-
tuicije Schrodinger-a, de Broglie-a i drugih. Ali talasna funkcija nije di-
rektno merljiva fizicka veli¢ina ve¢ su to na primer gustina verovatnoce
nalazenja ¢estice, p(7,t) = |¥(7,t)|> i oéekivane vrednosti, recimo (#?) =
[ r2p(7,t)dV, koje su kvadratne po ¥ (nekad se kaze, bilinearne). Zbog
toga funkcije eX(M)W (7, 1), koje se od W(F,t) razlikuju do na fazni faktor,
opisuju isto kvantno stanje kao i V(7).

U stvari svi rezultati merenja su ili svojstvene vrednosti opservabli ili
verovatnoce njihovog nalazenja. Ove veli¢ine ne menjaju se pri unitarnim
transformacijama i ta sloboda moze se iskoristiti da se kvantnomehanicki
opis preformuliSe; pri tome se vremensku evolucija moze ‘prebaciti’ sa stanja
na opservable. Naime, u Schrédinger-ovoj slici imamo

T(t)s =U®)|P(0)s,  As(t) = As(0) (3.183)

za osnovne operatore kao $to su polozaj, impuls itd. Oznac¢i¢emo pocetne
vrednosti stanja i opservable sa

[T(0)s =|¥),  As(0) = A. (3.184)

Ocekivana vrednost operatora 1215 u stanju |¥g), izracunata u Schrodinger-
ovoj slici je

(A)(t) = (L(t)|sAs[¥(1))s = (V|0 (1) AT (1)|¥). (3.185)
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Naravno, ista oCekivana vrednost se dobija kad sve veli¢ine transformisemo
nekim unitarnim operatorom: izbor operatora U~'(t) daje tzv. Heisenberg-
ovu sliku. Ona se definiSe kao

W(E)u =0 O (0)s =[¥),  Au(t) =U'(HAUE).  (3.186)

Vidimo da u Heisenberg-ovoj slici operatori zavise od vremena, a stanja ne.
Za razliku od Schrodinger-ove slike u kojoj je, kao §to znamo,

L dlT()s -  dAg
h———== = Hg|¥(t h—= = 1
in =S~ Agu(e)s, S =0, (3.187)
jednacine kretanja u Heisenberg-ovoj slici glase
d|w(t dAp(t A .
in WY O)rr 0, ih i) _ [Aw(t), Hy (1)). (3.188)
dt dt
Naravno pocetni uslov je i ovde
W(0)y =T), Ay(0)=A (3.189)

jer je u trenutku t =0, U(O) = I. Jednacina (3.188) je analogna Hamilton-
ovoj formi klasi¢nog zakona kretanja i dobija se iz
d A au— . g AU

L@ g _ o
Zhdt(U AgU) = ih( o AsU +U dt)

= U 'HsUU AU + U AsUU U,
§to zaklju¢ujemo iz jednacine (3172) i njoj adjungovane. Naravno kada je
sistem konzervativan, U(t) = e~ 7" pa je i
Hg(t) = Hy(t) = H. (3.190)
U kvantnoj teoriji polja je veoma vazna treca, tzv. interakciona ili Dirac-
ova slika. Nju dobijamo kada hamiltonijan koji opisuje prostiranje polja

izrazimo kao zbir hamiltonijana slobodnog polja Hy i hamiltonijana inter-
akcije H',

H=Hy+H. (3.191)
Po pravilu, [I:IO, H ] # 0. Iz Schrodinger-ove slike u interakcionu prelazi se

Hot .

operatorom Up(t) = e#
W) = en Pl W (t))g = enfole iAWY, Ay (t) = en ot de= ot
Ocigledno, u interakcionoj slici i stanja i opservable zavise od vremena.

Diferenciranjem poslednje jedna¢ine mozemo da dobijemo odgovarajuce za-
kone promene:

WO _ sy ey, im0
Stanja evoluiraju po interakcionom delu hamiltonijana, a opservable po slo-
bodnom. Ovo je vazno jer omoguéava da se interagujuca polja kvantuju na
isti nacin kao slobodna polja.

ih

= [As(t), Ho (). (3.192)
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3.10 OPERATORI KREACIJE I ANIHILACIJE

Deo o jednodimenzionim modelima zavrsi¢emo tako $to ¢emo ponovo resiti
svojstveni problem harmonijskog oscilatora ali algebarski, uvodeéi opera-
tore kreacije i anihilacije. Ovaj metod je jedan od najvaznijih kvantnome-
hanickih metoda: konstrukcija prostora stanja iz vakuuma delovanjem op-
eratora kreacije, Fock-ovog prostora, primenjuje se i na kvantovanje polja
ali i u teoriji reprezentacija Lie-jevih grupa.

2452

Svojstveni problem hamiltonijana H =
algebarskom analizom osobina ovog operatora. Uvedimo (bezdimenzioni)

operator anihilacije
3.193
\/ 5 h +iy 5 (3.193)

Operator @ ocigledno nije hermitski; njegov adjungovani a! zove se operator

kreacije,
aft = /5 3.194
2h wh (3.194)

~

N =a'a, (3.195)

Proizvod

tzv. broj ekscitacija ili operator broja cestica, je hermitski i nenegativan
operator. Lako se proverava da vazi komutaciona relacija

4,0 =1, (3.196)

kao i R X
[N,a) = —a, [N,a]=al. (3.197)

Sem toga, hamiltonijan oscilatora se moze izraziti preko a, a':

N 1 ~ 1
H=§M(aaT+aTa)=hw(N+f

> (3.198)

tako da je reSavanje svojstvenog problema od H ekvivalentno nalazenju svo-
jstvenih stanja i vrednosti od V.
Oznacimo svojstvene vektore operatora N sa |n),

N|n) = n|n). (3.199)

Ovim u stvari pretpostavljamo da postoje svojstveni vektori, odnosno vek-
tori koji se mogu normirati, ili jo§ preciznije da N ima bar jedno stanje
diskretnog spektra. Posto je N nenegativan operator, brojevi n su pozitivni
ili nula. Za konstrukciku je kljuéna sledeca opservacija: pored |n), i svaki
vektor |@) = af|n) je svojstveni vektor od N. To se vidi iz sledeéeg niza
jednakosti

Nlg) = Natln) = al(N + 1)|n) = (n + 1)|p), (3.200)
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pa zakljucujemo da je |p) svojstveni vektor za svojstvenu vrednost n + 1,
lp) =C|n+1). (3.201)

Medjutim delovanje operatora kreacije moze da promeni duzinu vektora.
Ako je |n) normiran, kvadrat duzine vektora |p) dat je sa

(plo) = (nlaaln) = (n|(aTa+ 1)|n) = n + 1. (3.202)
Odavde vidimo da je koeficijent proporcionalnosti C' = v/n + 1, tako da
a'ln) = vVn +1|n+1). (3.203)
Sli¢no se moze pokazati da operator anihilacije deluje kao
aln) = v/n|n —1). (3.204)

Operator kreacije a' podize svojstvenu vrednost od N (i broj kvanata, fuw)
za jedan, a operator anihilacije a je smanjuje za jedan. Prema tome, vazi i

aflny = /n(n—1)...(n—k+1)|n—k). (3.205)

Ovom konstrukcijom dobili smo da, polazeéi od jedne svojstvene vred-
nosti n i svojstvenog vektora |n) dobijamo, primenom a' i a, ¢itav niz
vrednosti n+ k i n — k za svaki ceo broj (koraka) k. Ali, to istovremeno
znac¢i da spektar sadrzi i negativne svojstvene vrednosti, jer k& moze biti
proizvoljno veliko! Drugim re¢ima, na8a konstrukcija je kontradiktorna jer
videli smo da su zbog pozitivnosti operatora N sve njegove svojstvene vred-
nosti nenegativna. Kontradikcija postoji uvek osim u sluc¢aju kada se medju
svojstvenim vrednostima nalazi 0. Tada delovanje operatora anihilacije daje

a0y =0, (3.206)

jer je v/0 = 0, i time se deo niza svojstvenih vektora ispod 0 prekida. Ako
medjutim krenemo od nekog necelog broja, na primer n = 0.2, ne dobijamo
uslov prekidanja niza: relacija (3.204) tada glasi

al0.2) = v0.2| —0.8), (3.207)

i dobijamo, kontradiktorno, svojstveni vektor |—0.8) koji ima negativnu svo-
jstvenu vrednost (ili negativan kvadrat norme). Dakle, samo u slu¢aju kada
je skup svojstvenih vektora upravo { |0),|1),|2) ...}, navedeno resenje svo-
jstvenog problema ima smisla. Svojstvene vrednosti od N su celi pozitivni
brojevi ili 0. Zahtev pozitivnosti N u ovom izvodjenju zapravo je ekvi-
valentan zahtevu normalizabilnosti reSenja kada smo resavali diferencijalnu
jednacinu za harmonijski oscilator.
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Ovim smo istovremeno re§ili i svojstveni problem hamiltonijana har-
monijskog oscilatora i dobili njegov spektar,

By = hw(n+ %). (3.208)

Osnovno stanje tj. stanje najnize energije Fy = %hw
al0) =0, (3.209)

naziva se vakuum. Talasna funkcija osnovnog stanja, (z|0) = 1g(z), moze
se odrediti i iz uslova za vakuum,

G = <, /% Z+ i,/%ﬁ) bo(z) = 0. (3.210)

Lako se proverava da je reSenje ove jednacine, koja je prvog reda, Gauss-ov
talasni paket (2.26). Iz talasne funkcije osnovnog stanja delovanjem opera-
tora af mogu se odrediti talasne funkcije ostalih pobudjenog stanja, odnosno
svi svojstveni vektori.

Mada operator anihilacije & nije hermitski, njegov svojstveni problem

alz) = (€ +in)lz) = 2]2), (3.211)

ima reSenje za proizvoljno kompleksno z: ta reSenja nazivaju se koherentna
stanja i, lako je proveriti, data su Gauss-ovim paketima:

mw CC2+ 2mw

AT e (3.212)

(x|z) =ce 2

gde je c konstanta normiranja,

(z+2%)2
|2 = 1/m—;: e (3.213)
T

Mozda najvaznija osobina koherentnih stanja je da su ona ‘skoro klasi¢na’,
tj. da je u ovim stanjima proizvod neodredjenosti AzAp = h/2, minimalan.
Svojstveni bazis od @, {|z)}, je normiran ali i kontinualan: razume se, stanja
nisu medjusobno ortogonalna. Vazna osobina skupa koherentnih stanja je
da je ovaj bazis ‘prekompletan’ (na engleskom, ‘overcomplete’), tj. da do na
faktor daje razlaganje jedinice

1 [2n .
I= o mw/dZdZ |2) (=] (3.214)

Druga vazna formula je razvoj koherentnih stanja po bazisu {|n)},

n

mw 1 12 o= 2
= (—— )4 -
lz) = ( o7 )ie 2 nEO = In). (3.215)

ﬂ
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3.11 ZADACI

1 Pokazati da je Utp(z) = ¢(x + a) unitaran operator.
2% Pokazati da je Sturm-Liouville-ova jednacina

= (D) + (A gy =0 (3.216)

svojstveni problem hermitskog operatora.
3x Kinematicki prostor stanja ‘loop’-kvantne gravitacije je prostor kvadratno
integrabilnih funkcija jedne promenljive, ali definisan na prostoru koji se zove
‘Bohr-ova kompaktifikacija realne ose’?’. Ova kompaktifikacija definisana je
slede¢om promenom skalarnog proizvoda

{Ylg) = lim / Y (x (3.217)

Pokazati da su za ovakav skalarni proizvod ravni talasi ortonormiran bazis,
(pilpj) = ;5. Posto ravnih talasa ima kontinualno mnogo, prostor nije
separabilan. Interesantno je da ovaj konematicki prostor jednacina kretanja
(Wheeler-de Witt-ova jednac¢ina) deli na razdvojene sektore pa je dinamicki
prostor stanja (svemira u ovom sluc¢aju) obican Hilbert-ov prostor.

4 Pokazati da za d-funkciju vazi:

8) 8(z) = —8'(—x),  b)s(ba) = ﬂﬁj)

¢) Jy 06(x —a)dz =0(c — a)f(a —b), gde je Q(x—a):{

d) 0'(z —a) =d(x — a).
5 Pokazati da se definiciona formula za d-funkciju svodi na razlaganje je-
dinice:

1, z>a
0, z<a

)

(ali) = [ Galyli)dy. (3.218)

6 Pokazati da su
6(x) = lim af e a?, (3.219)
5(z) = lim 20T (3.220)

a—oo Tax?
aproksimacije d-funkcije, tj. da za njih vaze osobine analogne (3.122,3.6,3.127).
7% Pokazati da je
0 a c
00 b (3.221)
0 00

S (i(ap + bz + cC)) =

20po Haroldu Bohr-u; pogledati npr. u radu A. Ashtekar, S. Fairhurst and J. L. Willis,
Quantum gravity, shadow states, and quantum mechanics, Class. Quant. Grav. 20 (2003)
1031 [gr-qc/0207106].
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verna reprezentacija Heisenberg-ove algebre.
8. x Moyal-ov proizvod
9. Napisati relacije (3.203) i (3.204) u koordinatnoj reprezentaciji i pokazati
da one daju rekurentne relacije izmedju Hermité-ovih polinoma.
10. Odrediti operatore kreacije i anihilacije u Heisenberg-ovoj slici, a(t),
al(t), a onda i &(t), p(t). Odrediti komutatore [&(t1),2(t2)], [#(t1),D(t2)]
u razli¢itim trenucima vremena.
11 x Odrediti, za koherentna stanja |z1) 1 |z2), skalarni proizvod (z1|z2), kao
i (2ll2), (2l]2).

[(z1]22)[* = B 7172 (provl): (z]2]2) = Re(2), (z[p|2) = Im(2).



GLAVA 4

TRODIMENZIONI SISTEMI

U ovoj kratkoj glavi uves¢emo jos jednu vaznu fizicku opservablu, moment
impulsa, i odrediti osobine kretanja elektrona u Coulomb-ovom potencijalu
i homogenom magnetnom polju.

4.1 ORBITNI UGAONI MOMENT

Veé¢ smo u uvodu videli da je, za razliku od koordinate i impulsa, moment
impulsa fizicka velic¢ina koja ima diskretni spektar. Moment impulsa definise
se, kao 1 u klasi¢noj mehanici, izrazom L = 7 X p, odnosno

Lx = YpP> — 2Py, Ly = ZPx — TPz, Lz = TPy — YDz- (41)

Prvo mozemo da primetimo da su komponente operatora momenta impulsa
dobro tj. jednozna¢no definisane gornjim izrazom jer raznoimene koordinate
i impulsi komutiraju,

[.%i,pj] = ihélj, (4.2)

pa problem operatorskog uredjenja ne postoji. Koriste¢i potpuno anti-
simetri¢ni tenzor u tri dimenzije (tenzor Levi-Civita) e;;;, koji je antisimetrican
pri izmeni svaka dva indeksa, i €193 = 1, vektorski proizvod moze da se izrazi
kao

Ll’ = Gijkl’jpk;- (43)

Ovde se, kao i ranije, koristi sumaciona konvencija: po svakom ponovljenom
indeksu se podrazumeva sumiranje po svim njegovim vrednostima, tj. od 1
do 3.
Komponente momenta impulsa medjusobno ne komutiraju: lako se moze
proveriti da je
Ly, Ly| = ihL,, (4.4)
i opstije,

105
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Posto je L proizvod koordinate i impulsa, on ima dimenzije dejstva odnosno
Planck-ove konstante h. Sve komponente momenta impulsa komutiraju sa
L?,
2 2 2 2

L =L, + L, + L; = L;L,. (4.6)
Ove komutacione relacije zna¢e da se moment impulsa kao vektor odnosno
sve tri njegove komponente ne mogu istovremeno tac¢no izmeriti. Maksi-
malna informacija o momentu impulsa koja se moze dobiti u kvantnome-
hani¢kim merenjima je vrednost njegovog kvadrata L? i jedne od projekcija,
na primer L,. Osim komponenti L; ¢esto se koriste operatori

Ly=1L,+ilL,,  L_=(Ly)! (4.7)

za koje vazi
[L,,Ly]=+hLy, [Ly,L_]=2hL,. (4.8)

Izrazen preko L4 i L., kvadrat momenta impulsa je
=L L, +L?+hL,=L,L_ +L*—hL.. (4.9)

Sad ¢emo resiti, u koordinatnoj reprezentaciji, zajednicku svojstvenu
jednacinu za L? i L,. Posto moment impulsa, videé¢emo a i znamo iz klasi¢ne
mehanike, generiSe rotacije, najjednostavnije je da ga reprezentujemo u sfer-
nim koordinatama. Veza izmedju Descartes-ovih koordinata (z,y, z) i sfer-
nih koordinata (r,0, ) je

x=rsinfcosp, y=rsinfsiny, 2z =rcosb, (4.10)

odnosno

7. .2
r=x%+y>+ 22 0:arctanx7+y, @zarctang, (4.11)
2 T

pri éemu njihove vrednosti pripadaju intervalima z,y, z € (—o0,+00),
odnosno 7 € [0,00), 8 € [0,7), ¢ € [0,27). Da bi se odredio oblik op-
eratora momenta impulsa

Li = —iheijka:jﬁk (412)

treba izvrsiti smenu promenljivih. Iz

9 " 0 cosblecosp O sing O

Br V¥, r 00  rsinf dyp

0 . . 0 cosfsinp 0 cosp O

I It A — 4.13
oy sm@smgpar 00  rsinf 0y (4.13)
0 92 _sinf 9

8z Vo r 00
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i izraza za koordinate (4.10) dobijamo

0
LZ = _'h77
i a5
L, = ihsin gog + ihcot 6 cos goi,
00 Oy
(4.14)
L, = —ihcos 2—Fihco‘cﬁsin i
Yy 9080 906@’
Ly = heti¥ (i(?a@ + i cot 0(9?0)
kao i )
1 0 0 1 0
=R — —(sinf— —_— . 4.1
h <sin9 a9 5059 sin298g02) (4.15)

Vidimo da komponente L ne zavise od radijalne koordinate r. Prema
tome pri reSavanju zajednickog svojstvenog problema

L2¢<Ta 030) = GHQT/J(T, 0, (/7)

(4.16)
Lﬂﬁ(’l”, 090) = bh¢(r> ‘97 @)7
mozemo odmah razdvojiti promenljive,
Y(r,0,9) = R(r)f(0, ). (4.17)
Pri tome gornje jednacine postaju
1 o, . Of 1 0%*f
h? — (sin == —2 ) = ah®RF 4.1
R <Sin9 00 (sin 89) * sin? @ d0p? al ki (4.18)
of
—ihR — = bhR 4.19

pa se odmah vidi da funkciju R(r) mozemo da ”skratimo” odnosno da ona ne
moze biti odredjena iz sistema jednacina (4.18-4.19). Takodje, promenljive
0 i v mogu da se razdvoje. Pretpostavljajuci da je

f(0,0) =T(O)F(p), (4.20)

—ih =— = bhF, (4.21)

i ima reSenje
F(p) = e, (4.22)
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Iz zahteva da je vrednost funkcije F'(¢) odnosno talasne funkcije (7,6, @)
ista za o = 01 ¢ = 27 odnosno da je talasna funkcija jednoznacno definisana
u xz-ravni, dobijamo da b mora biti ceo broj, b = m. Znaci vrednosti L,,
pa samim tim i svake projekcije momenta impulsa (jer izbor z-ose je samo
izbor koordinatnog sistema) su kvantovane.

Posto su sve promenljive u talasnoj funkciji razdvojene,

P(r,0, ) = R(r)T(0)F(p), (4.23)

normiranje se moze vrsiti po svakoj koordinati zasebno. Uslov

/w*w av =1 (4.24)

ispuni¢emo fiksiranjem
00 s 2
/ R*Rr?dr = 1, / T*T sin0df = 1, / F*Fdp =1.  (4.25)
0 0 0

Prema tome, normirane svojstvene funkcije operatora L, su

Fr(p) = eme, (4.26)
Zamenjujuéi funkcije Fy,,(¢) u jednac¢inu (4.18) dobijamo diferencijalnu
jednacinu za T'(6):

L . L
sind df " do sin® 6

)T = 0. (4.27)

Ov jednacina zavisi od obe svojstvene vrednosti, a i b = m, i moze se prevesti
u polinomijalni oblik uvodjenjem smene

d 1 d
5 = COSH, dfé_ = _Sine @ (428)
Dobijamo jednacinu
d 5 dT m?
df(( g)df)_‘_(a 1_52) 0 ( 9)

Za m = 0 ovo je Legendre-ova jednacina
(€2 = 1)T" + 267" — aT = 0, (4.30)
koja za a =1(l + 1) ima fizicka reSenja — Legendre-ove polinome F;(§):

1 d o, ;
Pz(ﬁ)Zﬁdfg((S -1)). (4.31)



4.1. ORBITNI UGAONI MOMENT 109

Broj [ je ceo odnosno pozitivan broj ili nula, a F(§), iz (4.31), parni ili
neparni polinom stepena [,

P (&) = (=1)'R(&). (4.32)
Legendre-ovi polinomi su ortonormirani

2
20+1

1
/_ RUOPUOIE = 5. (4.33)

Za m # 0 fizicka reSenja jednacine (4.29) takodje postoje: to su pridruzene
Legendre-ove funkcije,

P = (1-e)s ™ p 4.34
z(f)—(—ﬁ)Qm(Q? (4.34)

odnosno i
P"(cosf) = (sin O)md(cgse)mpl(cos 0). (4.35)

Iz ove definicije vidimo da je m < [; P™ naravno nisu polinomi. Relacije
ortonormiranosti za pridruzene Legendre-ove funkcije glase

2 (14 |m])!
20+ 1 (1 — |m])!

/ Pl (cos0)P™(cos ) sinf do = Oki- (4.36)
0

Ukupno, resenja jednacina (4.18-4.19) su

fm,l(gv gp) = Tm,l(g)Fm(Qp) = }/lm(97 30) = <03 90|la m>v (4'37)

i zovu se sferni harmonici. Ona predstavljaju koordinatnu reprezentaciju (tj,
njen ugaoni deo) svojstvenih vektora |I,m) ugaonog momenta za celobrojne
vrednosti [ i m:

Ym0, ) = (_1)’”2"”'\/”;1 Zlm \/127131“1((;059)&%. (4.38)

Sferni harmonici su ortonormirani,

T 27
/ Y™ (0,0)Yi (0, ) sin 0 df dp = 60 (4.39)
0 0

Napisa¢emo nekoliko prvih sfernih harmonika i, osim toga, na polarnom
dijagramu nacrtati vrednosti \Y}mlz Ove vrednosti, o¢igledno, zavise samo
od ugla 6, a na dijagramu rastojanje od koordinatnog pocetka daje veli¢inu
|Y,™|?, tako da dijagram daje oblik prostorne raspodele verovatnoce zadate
sfernim harmonikom Y;™.
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1
1=0: YY) =——
0 VA
l=1: Ylozwﬁcosﬂ
Ylil = —4/ i sin feti®
8
5 (4.40)
_ 9. 0 _ 2 _
l=2: Yy = 167T(3(:os 6—1)

/15 .
vt = — 3 sin @ cos Ot
T
YQﬂ =14/ 73125 sin? Pet2i¥
T

’ Polarni dijagrami

4.2 CESTICA U SFERNO-SIMETRICNOM POTENCIJALU

Sad ¢emo predi na reSavanje stacionarne Schrédinger-ove jednacine za Cesticu
u sferno-simetri¢cnom potencijalu. Njen hamiltonijan je

P>
H=—+U(r 4.41
o, (441
a potencijalna energija U zavisi samo od radijalnog rastojanja r = |7].

Pri ovom kretanju moment impulsa cestice, kao i u klasiénoj mehanici,
se odrzava. U kvantnoj mehanici, videéemo u sledecoj glavi, to znaci da
je [H,L;] = 0, iz ¢ega sledi da se hamiltonijan moze dijagonalizovati is-
tovremeno sa L? i L,. Ovo se takodje vidi iz oblika laplasijana u sfernim
koordinatama,

1 0% 1 0 1 0%
A 0,0) = - — ——— —(siné —_— 4.42
¥(r,6,¢) r Or? (r) + r2sin@ 00 (sinfy) + r2sin? @ 0p?’ (4:42)
iz koga mozemo dobiti za operator kineticke energije,
2 2 2 2 2
P h h 0 20 L
= A= ==+ = - =] 4.4

2m 2m 2m (87“2 T or  h*r? (443)

Znaci, Schrodinger-ova jednacina za kretanje Cestice u sferno-simetricnom
potencijalu glasi
B2 92 1.2
5 5,3 + 55w+ U = Ey. (4.44)

2m
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Ocigledno se u ovoj jednacini promenljive mogu razdvojiti a ugaoni deo su
sferni harmonici,

P(r,0,0) = R(r)Y;" (0, ¢). (4.45)

Smenom % u (4.44) dobija se radijalna jednacina, odnosno jednacina za
radijalni deo talasne funkcije, R(r):

K2 dQ(R%+<ﬁKL+U

C2mr dr? 2mr2

+U>R:ER (4.46)

ili, ako umesto R uvedemo funkciju, u(r) = rR(r),

_ﬁuﬂ X (th(l +1)

= Fu. 4.4
o —I—U)u u (4.47)

2mr2

Iz (4.47) se vidi da se resavanje Schrodinger-ove jednacune u centralno-
simetricnom potencijalu svodi na jednodimenzioni problem: jednacina (4.47)
ima oblik Schrodinger-ove jednacine za Cesticu koja se kreée u efektivnom
potencijalu

R2L(1+1)

U.ep=U
eff + 2mr?

(4.48)

Slican rezultat imali smo i u klasi¢noj mehanici. Drugi ¢lan u efektivnom po-
tencijalu, centrifugalna barijera, poti¢e od momenta impulsa. Normalizacija
radijalne funkcije daje

/ R*Rr2dr :/ wrudr =1. (4.49)
0 0

4.3 ATOM VODONIKA

Vodonikov atom sastoji se od elektrona i protona; njihova interakcija je
opisana elektrostatickim Coulomb-ovim potencijalom, tako da je hamiltoni-
jan sistema dat sa
P, P ety

+ + == (4.50)

H = .
2me  2my  |Te — T

Naelektrisanje protona je ¢, = —q. = —e, a elektrostaticki potencijal
napisan je u CGS-sistemu jedinica. Masa protona m, mnogo je veca od
mase elektrona m. = m, m;, ~ 2000m, pa je njegova kineticka energija
mnogo manja. Zato je fizicki opravdano pretpostaviti da proton miruje,

P=0, Fo—ip=7 T,=0 (4.51)

iako strogo gledano ove jednacine u kvantnoj mehanici nemaju smisla zbog
relacija neodredjenosti. U stvari, problem dva tela se i u kvantnoj, kao i u
klasiénoj mehanici, moze svesti na problem jedne cestice ako se posmatra u
sistemu centra mase.
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Uvedimo naime vektore polozaja centra mase sistema i relativne ¢estice,

S MeTe + Myl

Fon = R="e T = M= me £ my
Me + My (4.52)
Frel = 7= 0 — 7 My =m = —P_ |
rel — 1T — Te P rel — — Me + my,
U lagranzijanu
L2 1 -2 Lo
L= 5 MeTe + 5 MpTp — U(Te — 1)) (4.53)

lako mozemo da predjemo na promenljive 7 i R a zatim da nadjemo odgo-
varajue impulse p i P. Dobija se da je

P=MR, p=mr (4.54)

Polozaj i impuls centra mase i relativne Cestice su nezavisne kanonske va-
rijable pa su njihove Poisson-ove zagrade, odnosno u kvantnoj mehanici
komutatori, dati sa

[SUiapj] - ihéij’ [xivxj} =0, [pi7pj] =0,
(X, Pj] = ihdij, [X;,X;]=0, [P, P;]=0, (4.55)
[.7}7;, Pj] = 0, [Xi,pj] = 0, [xi,Xj] = O, [pi, Pj] =0.

Hamiltonijan ukupnog sistema je zbir hamiltonijana dva neinteragujuc¢a pod-
sistema,

P2 P
H = H, H..j=—4+— 4.
oM + Hye 2M+2m+U(F‘) (4.56)

i zato se njihova kretanja mogu posmatrati i reSavati nezavisno. Za sistem
elektron-proton je

moy = M = my, Mye] = M X M
. (4.57)
TCM:R%TZN Trel =T = Te

pa se zato elektron moze identifikovati sa relativnom Gesticom.

Tako se na$ zadatak odredjivanja vezanih stanja protona i elektrona i
njihovih energija svodi na resavanje Schrodinger-ove jednacine i odredjivanje
vezanih stanja elektrona u statickom Coulomb-ovom potencijalu,

o) 2
D Ze

H=— — —. 4.58
2m r ( )

Ovde smo kao $to je dosta uobic¢ajeno, napisali potencijal elektrona u elek-
trostatickom polju jezgra naelektrisanja —Ze, tj. u vodoniku sli¢cnom atomu
atomskog broja Z. Radijalna jednacina (4.47) u ovom slucaju glasi

2 2 2
LR (_Ze Lh l(l+1)>u:Eu.

2m r 2mr?

(4.59)
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Prvo ¢emo ispitati asimptotski oblik funkcije u(r) tj. njeno ponasanje u dve
granicne tacke, r = oo i r = 0. U beskonacnosti efektivni potencijal tezi nuli
pa je asimptotski
h2 "
——u" = Fu. 4.60
57U u (4.60)

Za E > 0 asimptotska reSenja su ravni talasi, odnosno elektron je slobodan.
Takva resSenja zapravo opisuju rasejanje elektrona na protonu, a ne vezana
stanja elektrona i protona odnosno atom vodonika. Nas interesuje slucaj
F < 0: uzimamo resenje koje u beskonacnosti opada,

_ /_2mE
u(r)y ~e V12 r oo, (4.61)

U drugoj grani¢noj tacki, » = 0, najveéi ¢lan uz u u jednacini (4.59) je
centrifugalni pa reSenja zadovoljavaju

R W)

=0 4.62
2m o2 ’ (4.62)

odnosno
r2u” = 1(1 + 1)u. (4.63)

Zmnaci, u koordinatnom pocetku
u(r) ~ ' —0. (4.64)
Ovakvo ponasanje obezbedjuje da je gustina verovatnoce,

Jul?[y," 2

r2

9|* = (4.65)

regularna u koordinatnom pocetku za sve vrednosti [. Dakle, pretpostavi¢emo
da je reSenje oblika

2mE 2mE >
u(r)y=e V7 12 Ty(r) = e_V_hTTZanr”. (4.66)
I+1

Iz (4.66) i (4.59) dobijamo jednac¢inu za v(r):

[ 2mE I(1+1) 2mZe? v
" /
V=2 5 — 3 v+ PR 0, (4.67)

a iz nje, izjednacavanjem koeficijenata uz iste stepene r'*, rekurentnu relaciju
za koeficijente a,,

m m 62
(n(n+ 1) — 11 +1))anss = (zn,/2h2E 2 hf )an. (4.68)
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Za n — 00, odnosno u oblasti » — o0, poslednja relacija se svodi priblizno
na

2 2mE
Api1 = e 72 an (4.69)
v 1 omE\
m
An41 = m <2 —h2> ag. (470)

Ovakav razvoj u red ima funkcija
_2mE
o(r) =€V T (4.71)

a odgovarajuéa u(r) se asimptotski ponasa kao eV J%ET: eksponencijalno
raste. Prema tome, resenje (4.66) moze biti fizicko samo ako se S apr¥
svodi na polinom, tj. ako se svi koeficijenti u razvoju a; anuliraju pocevsi
od odredjene vrednosti indeksa, n+1:

2mE  mZe?
anp+1 = 0 <~ n —7 = 7, (472)
odnosno za vrednosti energije
mZ2%et 1

Za svako n > [ > 0 imamo po jedno takvo reSenje, odnosno jednu funkciju
vn(r). Energija odgovarajuéih stanja je diskretna, kvantovana brojem n.
Iako u jednacini (4.67) kvantni broj momenta impulsa [ figurise eksplicitno,
svojstvene energije od njega ne zavise. Ova degeneracija energije je slucajna
i postoji samo kod potencijala oblika V(r) ~ =1 i V(r) ~ r2%. Svojstvene
funkcije v,,; naravno zavise i od n i od [. One se mogu izraziti preko Laguerre-
ovih i pridruzenih Laguerre-ovih polinoma koji se definisu kao

kdk

Lo(€) = &5 (), A = (1) Eler©. @

dgn

Ukupno, vezanja stanja elektrona u atomu vodonika opisana su talasnim
funkcijama

Ynim (1,0, 0) = Ryu(r)Y;™ (6, ¢), (4.75)
gde je radijalni deo talasne funkcije
_ze (272r\' o, 271
Ry(r) = e meo (7wm> Lnjl_l(nTO). (4.76)
Konstanta ag naziva se Bohr-ov radijus i daje dimenzije H-atoma,
h2
ap = — =0.5-10"%m. (4.77)

me2
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Energija osnovnog stanja je

me4

Vrednosti ove dve konstante odredjuju karakteristi¢ne skale duzine i energije
u atomskoj fizici.

Svojstvene funkcije elektrona u vodonikovom atomu imaju tri kvantna

broja: kvantni broj energije n = 1,2,3,... , kvantni broj kvadrata momenta
impulsa [ = 0,1,...,n — 1 i kvantni broj z-projekcije momenta impulsa
(magnetni kvantni broj) m = —I,...,l. Degeneracija n-tog energetskog

nivoa je n?, jer
d1=> 2+1=nn-1)+n=n’ (4.79)

Napisatemo talasne funkcije osnovnog i prvog pobudjenog stanja elek-
trona. Imamo

3 _Zr
1/1100 = % (%)2 e @ 1s
3 zZr _ Zr
V200 = 75 (Z2)2(2— =) 2o 2s
2 ag
" o (4.80)
3 _ Zr
o109 = 4\/1@ (CTZO)§ % e 2% cost 2p
_zr .
o141 = ﬁ (%)% %6 2% sin § e 2p

U spektroskopskim oznakama, s-stanja oznacavaju vrednosti [ = 0 kvantnog
broja ugaonog momenta, p-stanja imaju [ = 1, d-stanja [ = 2 i tako dalje.

4.4 CESTICA U ELEKTROMAGNETNOM POLJU

U prethodnom poglavlju videli smo kako se resava Schrodinger-ova jednacina
u slucaju kretanja elektrona u elektrostatickom potencijalu tackastog naelek-
trisanja jezgra. Hamiltonijan Cestice koja se kreée u statickom elektriénom
polju, E = —grad @, dat je preko elektrostatickog potencijala ®,

H = f; + e®(7) 4+ U(7), (4.81)

gde je U(7) potencijalna energija ostalih polja koja deluju na cesticu. U
opstem slucaju hamiltonijan ¢estice u spoljasnjem elektromagnetnom polju
dobija se iz hamiltonijana

He P U(7) (4.82)

- 2m
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metodom minimalne zamene:

H—H-—e®d, §—p—-A4A, (4.83)

ol

gde su ®(¢,7) i f_l'(t, 7) skalarni i vektorski potencijal elektromagnetnog polja;
jacine polja date su sa

. 104 ﬁ o
E=—-grad®— —— B =rot A. 4.84
gra 5 ro (4.84)
Prema tome, hamiltonijan ¢estice u elektromagnetnom polju je
He (7= A2 +ed+U (4.85)
= — —_ = e . .
2m b c

U kinetickom ¢lanu ovog hamiltonijana problem uredjenja impulsa p'i koor-
dinata koje figurisu u vektorskom potencijalu A reSen je preko simetri¢nog
uredjenja,

2
. e - s e R — — [
(F— AP =0 — (0 A+ A p) + 5 A% (4.86)

Mozemo jos da primetimo i da, ako je vektorski potencijal zadat u Coulomb-
ovom gejdzu, div A = 0, izraz za hamiltonijan je jednoznacan jer je

piAi = Aipi + [pi, Az] = Az‘pi — thdiv E (487)

Prema tome, Schrodinger-ova jednacina za Cesticu u elektromagnetnom

polju glasi
ov 1 e -
h— = —(—ihV — —A)?T + e®U 4 UT. 4.88
ih = 2m( \v/ ; VYU + edU + (4.88)

Izvedimo gustinu i fluks verovatno¢e u ovom slu¢aju. Kompleksnom konju-
gacijom iz (4.88) dobijamo

. o . € N2 1% * *
pa se ponavljanjem postupka od ranije dobija jednacina kontinuiteta
g’t) +divj =0, (4.90)
gde je
* 2 ih * * € ook
p =V, Jj=———(U'V¥ - UVI*") — — ATV*Y, (4.91)
2m mc

Fluks verovatnoce za Cesticu u elektromagnetnom polju se menja.

Izveséemo hamiltonijane za naelektrisanu ¢esticu u slucajevima najjed-
nostavnijih konfiguracija elektromagnetnog polja. Staticko, homogeno elek-
triéno polje E = const moze se opisati potencijalima

d=—-E.-7, A=0. (4.92)
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Znaci hamiltonijan koji opisuje kretanje naelektrisane Cestice je

=~ =~
p b

H=" —¢E 7=+ — 4.
2m k-7 2m (4.93)

a u drugom c¢lanu prepoznajemo potencijalnu energiju elektricnog dipola
dipolnog momenta d = erF. Ovaj izraz za potencijalnu energiju je vodedéi
odnosno najvedi i kada elektri¢no polje nije striktno homogeno veé je slabo
nehomogeno i ¢esto se primenjuje, a ta aproksimacija zove se dipolna aproksi-
macija.
Naéi éemo i priblizan, analogan izraz za hamiltonijan elektrona u statickom

homogenom magnetnom polju B =const. Lako se vidi da je jedan od
mogucih izbora za potencijale

$ =0, E:—%Fx B. (4.94)

Energija interakcije sa magnetnm poljem je obi¢no mala, i u tipi¢nim situaci-
jama manja od energije interakcije sa elektri¢nim poljem: zato ¢emo u gorn-
jem izrazu zadrzati samo linearan ¢lan po B. Imamo

1 € 2 __ PiPi €
H = % (p,- + %Q’jijBk) ~ 2177; + % Gijkpil'jBk, (4.95)
tj. > >
p e = 5 p - B
H=——-—LxB=——(-B, 4.96
2m  2mc % 2m a ( )

gde je magnetni dipolni moment /i elektrona koji potice od njegovog “kruznog
kretanja” tj. orbitnog ugaonog momenta,

—7[/—— L 4.
=g 1B (4.97)

a konstanta pp naziva se Bohr-ov magneton,

le]

pB = (4.98)

2me’
Analogan sa (4.97) je klasi¢éni izraz za magnetni dipolni moment tankog
kruznog prstena polupreénika R kroz koji protice elektri¢na struja jacine I =
—e/T = —ev/2nR (T je period kruznog kretanja elektrona kroz prsten),

e
=IrR?>=——1. 4.99
p=1Im 5 (4.99)

4.5 + LANDAU-OV PROBLEM

Kretanje elektrona u konstantnom magnetnom polju jedan je od problema
kOJl se mogu resiti egzaktno. Ako z-osu usmerimo duz magnetnog polja,
B= Bé,, a gejdz fiksiramo kao A= xBé,, hamiltonijan elektrona postaje
1 B
H:p—w+—(py—efx)2+p—z. (4.100)

2m  2m c 2m
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Videéemo u sledecoj glavi da je gradijentna simetrija elektromagnetizma
simetrija i Schrodinger-ove jednacine, pa zato gradijentni uslov mozemo
da biramo tako da reSavanje jednacine maksimalno pojednostavimo. Sta-
cionarna Schrodinger-ova jednacina glasi

R? 0%p  h? 0% _heB Oy e2B? h? 0%

———— = Fvy. (4.101
2m 0z2  2m Oy? e $8y 2me2” v 2m 022 L )

Ova jednaina se moze re§iti razdvajanjem promenljivih. Ako pret-
postavimo da je

U(z,y,2) = F(r,y)Z(z), (4.102)
razdvajanjem promenljivih xy i z dobijamo dve jednacine
W d*Z
-2 k.2,
2m dz?2
(4.103)

h? O*°F  h* 9°F  heB OF €*B* ,
_pror oD T 2 p — (E— E)F.
2m 0x2  2m Oy? Yme " dy  2mc? v ( )

Resenje za Z(z) je ravan talas,

, 2mE
Z(z) =€ k=T

Analizirajuéi drugu jednac¢inu vidimo da ona ima partikularna resenja oblika

(4.104)

F(z,y) = ™Y X (z); (4.105)
ubacivanjem ovog anzaca ona se svodi na
R d?X 1 eB
- —— 4+ —(hk, — —2)’X = (E - E.)X 4.1
S ok — Za)X = (B - )X, (4.106)

odnosno, posle smene

ch
r=x——k 4.107
T z eB Y ( )
na jednac¢inu za harmonijski oscilator
R d?X 1 5
= +§mex X=(E-E,X. (4.108)
wr, je Larmor-ova frekvenca,
B
wp = . (4.109)
me

Prema tome preostale nepoznate funkcije X (z) su svojstvene funkcije har-
monijskog oscilatora mase m i frekvence wy. Ukupna energija Cestice E je
zbir energije ravnog talasa duz z-ose i oscilatora,

h2k?

2m

E

1
+(n+ hor, (4.110)
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a energija kretanja u zy-ravni normalnoj na magnetno polje je kvantovana.
Odgovarajuce talasne funkcije su

An itorrityy €
1[}kz7n(x’y’z) = o ezkzz+zkyye—§2 Hn(é—) (4]_11)
s
gde je
mwi, ch
- —k 4.112
&= h (2 eB v) ( )

a konstante A,, date su u (77).

4.6 DODATAK

4.6.1 NABLA U SFERNIM I CILINDRICNIM KOORDINATAMA

f je skalarna funkcija, F je vektorska funkcija

qu of . of

af_,_i_laifq 1 gé,
T or T o6 rsinf dp ¥

of . 1o0f . Of _

=€t - €+ €
op " pop T 0z ¢

. = OF, O0F, OF,
div = oz + oy + 0z
10, , 1 0 1 O0F,
77"725(70 T)+rsm6 00 (sin 6Fp) + rsin@%
10 1 0OF, OF.
“oap P e e
= OF, O0F, oF, OF.., oF, O0F,, |
rOtFi(c{)y 82) +(8z 8ar)ey+(8:z 8y)ez

1 0 0Fy\ ., 1 1 OF, 0 o1
= — (ae(smﬂF) 5g0> e,ﬂ—; ( - —m(rF¢)> €p +

3

rsinf sinf Oy
_(LOF _0F, , (0F, OF +1 9 om0 ¢
“\p dp 0z 0z dp € ap op )~
*f  Of  OPf
M=aitar o2

0

E(TFG)

OF,

00
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10 (v 2 Of 1 ( 8f N 1 &f
r2 dr " Or’  r2sinf 90 80 r2sin? f dp?
190, 0f 1 0%f  O0*f

=, Trap T

4.6.2 SFERNI HARMONICI

Y0 = ,/% Py(cos 0) (4.113)

Ako su 71 i 75 dva radijus-vektora koji su pod uglom =, vazi

I 1 rl

<
FL— T = Py(cos 4.114
71— 72| /77 + 713 — 2rirycosy ; I+1 (cos ) ( )
!
Fi(cosy) = " (01, 1) V" (62, 92) (4.115)

4.7 7ZADACI

1. Izvesti (4.15) iz formule L? = L_L, + L2+ hL,. Paziti pri tome da, npr.,
cot d i % ne komutiraju!

2. Dobiti eksplicitno funkciju Y} iz uslova L. |l,1| =)0, prikazujuéi L u
koordinatnoj reprezentaciji i uzimajudéi da je Yll = T(H)\/%eilp.

3. Pokazati, u koordinatnoj reprezentaciji, da je [H,L;] = 0: npr,
[H,L,] = 0.

4. Atom vodonika u parabolickim koordinatama

5. Pokazati da u klasi¢noj mehanici hamiltonijan (4.85) opisuje kre-
tanje naelektrisane Cestice u elektromagnetnom polju: napisati Hamilton-
ove jednacine, odrediti vezu izmedju kanonskih impulsa p; i kinematickih
impulsa ma;, i kona¢no, odrediti sile koje deluju na naelektrisanu Cesticu.
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SIMETRIJE

Mada bi po logici smenjivanja matematickih i fizickih poglavlja, a i po
naslovu, sadrzaj ove glave trebalo da bude pretezno matematicki, nije tako.
Naslov je tu zbog svoje kratkoée; u ovoj glavi uvode se neki od fundamental-
nih pojmova koji su u fiziku usli sa kvantnom mehanikom, izmedju ostalih,
spin i identi¢nost Cestica.

Moglo bi se re¢i da smo u razumevanju simetrije sa kvantnom mehanikom
(kao u kompjuterskoj igrici) presli na novi nivo. I u klasi¢noj fizici simetrija
je veoma vazna jer njeno poznavanje uvek pojednostavljuje reSavanje fizickog
problema. Ali u kvantnoj mehanici shvatili smo da simetrija moze da bude
prisutna i kad nije reprezentovana na ocigledan nacin, ili matematicki pre-
ciznije, u vernoj reprezentaciji. Teorija ugaonog momenta na primer pred-
stavlja istorijski veoma vazan deo kvantne mehanike, i dala je veliki do-
prinos objasnjenju spektara kroz selekciona pravila; ali apstrakcija ili uop-
stenje ugaonog momenta i na polucele reprezentacije dovelo je (ili je moglo
dovesti) do teorijske predikcije spina 1/2 koji se detektuje u eksperimentu.
Slicno je, nesto kasnije, ideja o postojanju simetrije koja se zove konju-
gacija naboja dovela Dirac-a do predikcije postojanja pozitron.a I pojam
unutrasnje simetrije fakticki je potekao iz kvantne mehanike: on je omogucio
da se napravi klasifikacija elementarnih Cestica i odredi njihova struktura i
bez poznavanja detalja dinamike. Navedimo dalje gradijentne simetrije koje
su u danas$njoj fizici klju¢ne za razumevanje i opis fundamentalnih interak-
cija u prirodi.

Kada govorimo o simetrijama ili o simetriji, podrazumevamo u stvari
dva pojma. I u fizici i u svakodnevnom govoru simetrija podrazumeva in-
varijantnost nekog objekta (na primer umetnicke slike ili gradjevine, zivog
bica, kristala ali i operatora ili dejstva) na odredjenu transformaciju ili skup
transformacija. Smatramo da objekti koji poseduju simetriju imaju posebnu
estetsku vrednost, i u fizici. U fizici se koristi i drugi pojam koji se odnosi
na fizicke zakone i jednacine koje ih opisuju: kovarijantnost. Kovarijantnost
obi¢no znaci da fizicki zakoni “izgledaju isto” u razli¢itim koordinatnim ili
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referentnim sistemima, i daje nam grupu simetrija odredjenog zakona fizike
(koja je, razume se, nadjena i proverena u eksperimentu). Na primer, drugi
Newton-ov zakon “ne menja” se pri rotacijama i translacijama, odnosno
pri ovim transformacijama leva i desna strana jednacine (1.1) menjaju se
na isti nac¢in, uskladjeno ili ko-varijantno: kao vektori. To znaci da drugi
Newton-ov zakon vazi bez obzira kako usmerimo lenjire i gde postavimo (ko-
ordinatni pocetak) nase laboratorije. Jednaé¢ina (1.1) ne menja se zapravo ni
pri Galilei-jevim transformacijama, pa drugi Newton-ov zakon vazi odnosno
izgleda isto u svim inercijalnim sistemima. Sli¢no je i sa Maxwell-ovim
jednac¢inama. Njihova kovarijantnost na Lorentz-ove transformacije moze se
videti i iz jednacina (1.36-1.39), ali postaje manifestna kada se uvedu kovar-
ijantne veli¢ine, ¢etvorovektori i tenzori: vektorski potencijal A, struja j,
i tenzor jacine polja F),,. Maxwell-ove jednacine se tada zapisuju kao

O F* =3, (5.1)
ili u Lorentz-ovom gejdzu 9,A* = 0, kao
OAY = 57, 0 =9,0". (5.2)

Vazno je naglasiti da iako same fizicke veli¢ine (na primer vektor polozaja,
potencijal elektromagnetnog polja) nisu invarijantne na transformacije si-
metrije fizickog zakona, njihova promena pri prelazu iz jednog u drugi ref-
erentni ili koordinatni sistem je dobro definisana. Zbog toga kad reSavamo
fizicki problem referentni sistem mozemo da fiksiramo onako kako nam je
najpogodnije: reSenje uvek umemo da “prebacimo” u proizvoljni drugi sis-
tem.

U ovoj glavi razmatrac¢emo oba aspekta simetrije: invarijantnost fizickih
veli¢ina i kovarijantnost Schrodinger-ove jednacine: za oba pojma treba prvo
da definiSemo Sta su to transformacije simetrije.

5.1 SIMETRIJE I ZAKONI ODRZANJA

Poseban znacaj simetrija se u fizici vidi kroz Noether-inu teoremu koja kaze:
svakom parametru neprekidne grupe simetrija dejstva fizickog sistema odgo-
vara jedna odrzana veli¢ina, jedan integral kretanja. Integrali ili konstante
kretanja su u klasi¢noj fizici one veli¢ine koje se ne menjaju sa vremenom.
Dinamicki uslovi da neka veli¢ina ne zavisi od vremena mogu se formulisati i
u Lagrange-ovom i u Hamilton-ovom formalizmu. U Lagrange-evom formal-
izmu konstante kretanja postoje kada imamo cikli¢cne koordinate odnosno
koordinate od kojih lagranzijan ne zavisi eksplicitno. Ako je x; cikli¢na
koordinata, iz jednacina kretanja dobijamo

doL 0L doL

0, (5.3)
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pa se odgovarajuéi generalisani impuls p; = g—i odrzava u vremenu. U
ovom slucaju vidi se da je Lagranzijan L(x;,&;,t) invarijantan na uopstenu
translaciju

r; — r; +a, T; — Ty, (5.4)

pa je na ovu transformaciju invarijantno i dejstvo, (1.4). U Hamilton-ovom
formalizmu opservabla A (za koju ¢emo, prirodno, pretpostaviti da ne zav-
isi eksplicitno od vremena) je konstanta kretanja ako je njena Poisson-ova
zagrada sa hamiltonijanom nula,
A A HYypy =0, (5.5)
dt
U kvantnoj mehanici integrali kretanja mogu se definisati na slican nacin:
to su one opservable ¢ije se ocekivane vrednosti ne menjaju u toku vremena.
Iz Ehrenfest-ove teoreme (3.178) onda zaklju¢ujemo da ovakve opservable
moraju da komutiraju sa hamiltonijanom. Dakle, uslov

[A,H] =0 (5.6)

je definicija integrala kretanja u kvantnoj mehanici. 1z ove definicije se vidi
da su svojstvena stanja konstanti kretanja stacionarna, tj. ako je Ala) =
ala), onda je i

Ala,t) = Ae #Ht|q) = e #H Alq) = ae”#t|a) = ala, t). (5.7)

Kvantni brojevi integrala kretanja su dobri za opis fizickog sistema jer se
njihova vrednost ne menja u toku vremena.

Da bismo precizno definisali simetrije, po¢e¢emo sa definicijom prostorno-
vremenskih transformacija. U opstem slucaju to su preslikavanja

7 — 7 (F,t;a;), t —t'(7t; a;) (5.8)

prostornih i vremenske koordinate, recimo polozaja materijalne tacke. Ova
preslikavanja u principu mogu da zavise od realnih parametara a; Sto je
naznaceno u jednacini (5.8). U fizici nas zanimaju transformacije u odnosu
na koje su fizicki zakoni, ili dejstvo i lagranzijan, invarijantni. Te trans-
formacije mozemo da shvatimo kao da one deluju na sve tacke prostora ili
objekte u njemu, ali mozda ¢esée, zamisljamo da ne transformisemo objekte
nego koordinatni (ili referentni) sistem. U svakom slu¢aju intuitivno, ne
Zelimo da menjamo osobine samog prostora i zato se po pravilu razmatraju
izometrije, odnosno transformacije koje odrzavaju rastojanja i uglove. Skup
transformacija kasnije ¢emo prosiriti i apstrahovati, ne ograniCavajuéi se
pretpostavkom da se razli¢iti razmatrani (koordinatni) sistemi mogu zaista
realizovati u laboratoriji.

Transformacije prostora uvek imaju matematicku strukturu grupe: grupu
¢emo oznacavati sa G a njene elemente sa g; ili g,. Elementi grupe imaju
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osobine koje intuitivno ocekujemo od “prelaza” iz jednog u drugi koordi-
natni ili inercijalni sistem: zatvorenost, postojanje jedini¢nog i inverznog
elementa. Definicija grupe i neke osobine date su u dodatku. Broj eleme-
nata u grupi moze biti konacan ili beskonacan: u fizici je veoma vazan slucaj
kada elementi grupe pripadaju nekoj mnogostrukosti, odnosno kada se mogu
parametrizovati realnim brojevima a;, ¢ = 1,2, ...,n koji uzimaju vrednosti
u nekom delu prostora R™. Za primenu najvaznija osobina Lie-jevih grupa
je da se njihovi elementi mogu prikazati u eksponencijalnom obliku

go = e 20Ty, (5.9)

gde su a; parametri, a T; su generatori grupe.

Vazan pojam u teoriji grupa i u primenama u fizici je reprezentacija
grupe, U(g). Reprezentacija je preslikavanje koje ¢uva strukturu grupe
odnosno reprezentuje zakon mnozenja,

U(g1)U(g2) = U(g192); (5.10)

najcesée se razmatraju linearne reprezentacije. Veza (5.9) izmedju genera-
tora i elemenata grupe vazi i u reprezentaciji,

U(ga) = "2, (5.11)

gde su sada u eksponentu umesto generatora 7; njihove reprezentacije ;.
U ovom kontekstu osnovna definicija grupe zadata njenim delovanjem u
prostoru (ili kod matriénih grupa, osobinama matrica) ¢esto se naziva verna
reprezentacija. U kvantnoj mehanici, vide¢emo, zbog statisticke interpretacije
vektora stanja, U(g,) su po pravilu unitarni operatori, $to znaci da su gen-
eratori 7; hermitski, odnosno, fizicke opservable.

Sada mozemo da se vratimo na vezu izmedju simetrija i zakona odrzanja.
Pretpostavimo da je odredjeni konkretni fizicki sistem invarijantan na Lie-
jevu grupu simetrije koja je opisana, u kvantnomehanickoj reprezentaciji,
operatorima U(g,). Karakteristika fizickog sistema je hamiltonijan, pa in-
varijantnost sistema znaci da se pri transformacijama simetrije njegov hamil-
tonijan ne menja,

U Y ga)HU(gs) = H,  HU(gq) = Ul(ga)H. (5.12)

Posto su U(g,) generisani generatorima 7;, poslednji uslov je ekvivalentan
sa
[H,7;] =0. (5.13)

Prema tome, grupa G je simetrija sistema ako svi njeni generatori komuti-
raju sa hamiltonijanom: generatori simetrije su konstante kretanja. Ovo je
zapravo kvantnomehanicka verzija Noether-ine teoreme.

U fizici postojanje simetrije ¢esto objaSnjava degeneraciju svojstvenih
vrednosti energije. PoSto generatori simetrije 7; komutiraju sa H, oni ne
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menjaju vrednost energije. 7; medjutim mogu da promene stanje sistema,
odnosno da prebace jedan svojstveni vektor energije u drugi (koji ima istu
svojstvenu vrednost). Zapravo, istu vrednost energije mora da ima ceo “mul-
tiplet stanja”: pojam multipleta razjasni¢emo na primerima kasnije.

5.2 PROSTORNE TRANSFORMACIJE

Naves¢emo nekoliko primera transformacija prostora koje su vazne jer ne
menjaju rastojanja izmedju tacaka, pa mozemo da kazemo da predstavljaju
prelaz iz jednog koordinatnog sistema u drugi. U matematici ove transforma-
cije nazivaju se izometrije. Odmah je jasno da kada zadamo transformacije
vektora polozaja Cestice 7 i vremena t, u klasi¢noj mehanici znamo kako se
transformiSe impuls ¢estice a onda i sve druge fizicke varijable.

Prvi primer je prostorna inverzija odnosno refleksija sve tri ose, P.
Transformacija je definisana sa

Foil=—F t—t =t (5.14)

Ocigledno, kad dva puta primenimo inverziju prostora dobijamo identi¢no
preslikavanje: P? = 1, odnosno P~! = P. Grupa transformacija je dvoclana
G = {1, P}. Ako oznatimo

x
r=1\y], (5.15)
z

x
y]l=Plyl=[0 -1 0] [y]. (5.16)
z

Lako se vidi da pri inverziji prostora
P — —D, L—L. (5.17)

Prostorne translacije su definisane vektorom translacije a:

/

=7+ d, t—t =t (5.18)

7=
Ocigledno, pri ovoj transformaciji p» — p. Grupa translacija je Lie-jeva

grupa, odnosno ima kontinualno mnogo elemenata koji su parametrizovani
pomocu tri nezavisna parametra a;, ay, i a.. Lako se, dalje, vidi da je

9a%5 = 9aspp 97 = 9-a (5.19)

pa je ova grupa je komutativna.
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Da bismo videli kako se vektor polozaja transformise pri rotacijama,
pretpostavimo da se rotacija vektora 7 vrsi oko z-ose za ugao «, pri ¢emu ¥
prelazi u 7'. Tome odgovara slika:

Sa slike se vidi da se komponente vektora 7

T = X€y + Y€y + 2€, = pcos €, + psin pey + 2€, (5.20)
transformisu u
7' =a'e, +y'e, + 7€, = pcos(p + )&y + psin(p + a)é, + 2¢,.  (5.21)

Iz ovih jednacina se dobija zakon transformacije

T T cosa —sina 0 x
v | =R(o,€) |y ]| =|sina cosa 0 vy, (5.22)
2 z 0 0 1 z

R(a, €,) je matrica rotacije za ugao a oko z-ose. Moze se pokazati da svaka
rotacija moze da se zapiSe kao realna 3x3 matrica, kao i da vaze relacije
det R =1, RTR = I poslednji uslov sledi iz osobine rotacija da ne menjaju
duzinu vektora.

Jednacina (5.22) moze lako da se uopsti kada su u pitanju infinitezimalno
male rotacije € oko proizvoljne ose i, €= efi. Tada imamo

Pl =7+ EXT, (5.23)
odnosno
xT; — .%'; = Xj + €€;KN; Tk (5.24)
Na isti nacin se pri rotacijama transformisu svi ostali vektori trodimenzionog
prostora: ova osobina je zapravo definicija pojma “vektor”. Za impuls na
primer
/
Pi = Pi + €€4kT; Dk (5.25)
i iz poslednje dve relacije mozemo da o¢itamo matricu koja opisuje generator
rotacije oko ose 77 u vernoj reprezentaciji:

(Tﬁ)ik = ieijknj. (5.26)

Grupa rotacija troparametarska Lie-jeva grupa.
Rotacije i translacije zajedno ¢ine Siru grupu transformacija trodimen-
zionog euklidskog prostora, tzv. Galilei-jevu grupu,

7' = RF + @, t'=t. (5.27)

I elementi ove grupe mogu se prikazati kao matrice, u ovom sluc¢aju 4x4:

()=G D0 62
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Kao sto smo vec rekli, u klasi¢noj mehanici sve opservable su funkcije 7 i
P, tako da zadavanje transformacije vektora polozaja i vremena indukuje za-
kon promene svih fizickih veli¢ina. Ali u klasi¢noj teoriji polja imamo druge
varijable: fizicka polja. Transformacije klasi¢nih polja pri translacijama i
rotacijama zadate su na skoro ocigledan, u svakom slu¢aju veoma intuitivan
na¢in. Ako imamo skalarno polje, na primer polje temperature T'(7,t), pri
prelazu iz jednog u drugi koordinatni sistem funkcija polja se transformise
kao
T'(7' t') = T(7,t), T'(7,t) = T(R™ N7 —d),t). (5.29)

Ova formula znaci da je izmerena brojna vrednost temperature u odredjenoj
tacki ista bez obzira da li je prikazujemo u starom ili u novom koordinat-
nom sistemu. Ako nage fizicko polje nije skalarno nego vektorsko, kao na
primer jacina elektricnog polja E(F, t), onda se pri rotaciji koordinatnog sis-
tema njegove komponente dodatno promene, kao komponente svakog drugog
vektora. Zakon transformacije u tom slucaju glasi

E'(7',t') = RE(7,1), (5.30)

gde je R matrica rotacije. Moze proveriti da jednacine (5.29) i (5.30) zaista
zadaju reprezentacije Galilei-jeve grupe.

5.3 SIMETRIJE U KVANTNOJ MEHANICI

U kvantnoj mehanici stanja fizickog sistema [¢)) su vektori, ali naravno ne u
trodimenzionalnom realnom prostoru nego u prostoru stanja H. Pri trans-
formaciji koordinata g stanje |1) se menja; prirodno je pretpostaviti da je
odgovarajuca transformacija opisana linearnim operatorom, s obzirom da je
ceo kvantnomehanicki opis linearan,

) = [¢) =U(g)[¥). (5.31)

Uz to zahtevamo da |¢’) bude fizicko stanje, odnosno vektor jedini¢ne duzine
kao i |¢). To znaci da su U(g) unitarni operatori,

Ug)Ulg) =1, (5.32)
i naravno da ¢ine reprezentaciju odgovarajue grupe transformacija,

U(g1)U(g2) = U(g192)- (5.33)

U stvari, kvantnomehanicki opis daje nesto vise slobode. Iz ¢injenice da
su opservabilne veli¢ine, kao §to su gustina i fluks verovatnoce ili ocekivane
vrednosti, bilinearne (kvadratne) po talasnoj funkciji, sledi da se transforma-
cije prostora mogu reprezentovati i kao antiunitarni (unitarni i antilinearni)
operatori za koje vazi

U(aly) +blx)) = a*Uly) + b*Ulx). (5.34)
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Osim toga, reprezentacija ne mora biti prava nego moze biti i projektivna,
odnosno reprezentacija “do na fazni faktor”:

U(g1)U(g2) = €12 U(g1g2). (5.35)

Ovo je sadrzaj Wigner-ove teoreme o simetrijama. Delovanje operatora U(g)
moze se, kao i u slu¢aju dinamike, sa vektora stanja “prebaciti” na opserv-
able. Drugim re¢ima, mozemo uzeti da su pri transformacijama simetrije
stanja invarijantna a da se opservable menjaju,

) = [¥) =), A=A =U"gAU(g). (5.36)

Kada smo utvrdili opste osobine reprezentacija, slede¢i korak je da ih
odredimo, odnosno nadjemo konkretne izraze za inverziju prostora, translacije
i rotacije. Videcemo kasnije da smo time zapravo dokazali kovarijantnost
Schrodinger-ove jednac¢ine na navedene transformacije. U principu mozemo
da postupimo na dva nacina: jedna mogucénost je da, na osnovu analogije
izmedju talasne funkcije i klasi¢nog polja (koja je bila u osnovi Schrédin-
ger-ove intuicije), pretpostavimo da se pri translacijama i rotacijama talasna
funkcija (7, ) transformise kao skalarno polje!. Druga moguénost je da pos-
matramo delovanje simetrije na operatore polozaja i impulsa i zahtevamo
da se oni transformiSu na isti na¢in kao i odgovarajuce klasi¢ne velicine.
Za najjednostavnije transformacije oba ova pristupa, vide¢emo, svode se na
isto.

Prvo ¢emo proanalizirati inverziju prostora; operator koji reprezentuje
ovu transformaciju oznacicemo sa II. Ako pretpostavimo da se talasna
funkcija ponasSa kao skalarno polje, imamo

() = $(P'F) = () (5.37)
jer je inverziju prostora P? = I, odnosno P~! = P. Jasno, i za II vazi
2 =1,

T4 (7) = TIp(—F) = (7). (5.38)
Svojstvene vrednosti operatora II, koji je i unitaran i hermitski, su +1.
Svojstvene funkcije

Iy (7) = p(=7) = £¢(7) (5.39)
su parne ili neparne funkcije, i zato se inverzija prostora zove jos i parnost.

Mozemo da proverimo kako ovako definisana inverzija prostora II deluje
na operator koordinate. Jednacina (5.37) zapravo znaci

(FIIL|¢p) = (=7v) (5.40)

za svako stanje [¢), odnosno

e = | - 7). (5.41)

LOva pretpostavka u stvari nije uvek tacna, vazi samo kada Gestica ima spin nula.
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Prema tome,
IFIL|R = 7| —7) = —II7| — 7) = —7|7), (5.42)

(u ovoj jednacini smo pisali kapicu nad operatorom 7 da bismo ga razlikovali
od njegove svojstvene vrednosti ), pa imamo

7 = —7 (5.43)

Razmotrimo kako se u kvantnoj mehanici reprezentuju translacije. Videli
smo da translacije ¢ine troparametarsku Lie-jevu grupu. Oznagi¢emo

U(d) = e ", (5.44)

gde su 7; grupni generatori u datoj reprezentaciji; naravno, U(—a) = U~ ().
Odredi¢emo T7; pretpostavljajuc¢i da se talasna funkcija pri translacijama
transformise kao

U(a) y(r) = (7 — a). (5.45)

Generatori grupe opisuju transformacije u okolini jedinice, i zato éemo razviti
poslednju jednacinu u red po infinitezimalno malim parametrima a; = ;.
U linearnoj aproksimaciji imamo

U@ y(F) = e7™ i ap(7) = (1 — em) () + . ..

o) (5.46)
=8 = () + 5 ()
x
Izjednacavanjem linearnih ¢lanova dobijamo
0
—ieTi ) = —¢€; 8;/;, (5.47)

pa poSto su parametri €; nezavisni a funkcija 1 proizvoljna dobijamo da su
generatori translacije impulsi,

.0 b
R = 5.48
Ti ’ 61‘1 h ( )
Sliéno kao i kod parnosti moze se pokazati da je
et ¥ |7 = |7 — &). (5.49)

U slucaju sistema od N cCestica talasna funkcija zavisi od koordinata svih
Cestica, 1 = ¥ (™,...,7n). Pri translaciji za vektor @ ova talasna funkcija
menja se kao

U(C_i) ’¢(F17' . aFN) = e_iEiTi 1/)(7?1’ s 7FN) = ¢(_'1 - 5:7 v 7FN - 6) (550)
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Postupkom sli¢nim prethodnom dobija se da je u ovom slucaju generator
translacija ukupni impuls,

h=P=>Y f. (5.51)

Sada mozemo da odredimo delovanje operatora translacije (5.44) na
polozaj i impuls cestice. Primenjujué¢i Baker-Campbell-Hausdorff-ovu for-
mulu (3.158) lako se vidi da je

U(-a@)rU(@) =7+ a, (5.52)
U(—a)pU(a) = p, (5.53)

kao sto i treba da bude. Logika prethodnog izvodjenja moze da se preokrene
i tada daje drugi pristup kvantovanju koji se ne bazira na Hamilton-ovom
formalizmu kanonskih promenljivih nego na simetrijama i zove Weyl-ovo
kvantovanje. Znamo naime da je u klasiénoj mehanici impuls generator
translacija. U Weyl-ovom pristupu impulsom é¢emo proglasiti onu veli¢inu
koja u kvantnoj verziji teorije generiSe translacije, odnosno koja je resenje
jednacina (5.52-5.53). ReSavanjem ovog sistema dobijamo da generatori
translacija 7; treba da zadovoljavaju relacije

[Ti,.fj] = —iéij, (5.54)

odnosno, dobijamo kanonske komutacione relacije.

Jedna od najvaznijih primena grupe translacija je u fizici ¢vrstog stanja.
Elektroni u kristalu krecu se, kao §to smo ve¢ koristili u razmatranju pojed-
nostavljenog jednodimenzionog Kronig-Penney modela, u efektivnom elek-
trostatickom potencijalu koji je periodican. Periodi¢nost kristalne reSetke
u tri dimenzije opisuje se pomocu tri vektora resetke @; koji grade osnovnu
¢eliju. Zbog toga je efektivni potencijal, a time i hamiltonijan elektrona,
invarijantan na translacije za proizvoljan vektor R oblika

é = anc_ij, n; € 7. (5.55)

Ocigledno, ove translacije ¢ine diskretnu podgrupu grupe svih translacija u
prostoru; njene elemente u kvantnomehanickoj reprezentaciji oznaci¢emo sa
U(R).
Vazi Bloch-ova teorema koja kaze: svojstvene funkcije energije elektrona
u kristalu, ¥(7), mogu se izraziti kao proizvod ravnog talasa i periodi¢ne
funkcije ¢(7),
W) =R, o7+ R) = ¢(M). (5.56)
Posto smo detaljno analizirali osobine translacija, ovu teoremu mozemo i
da dokazemo. Sa jedne strane delovanje translacije na (bilo koju) talasnu

funkciju dato je sa B B
U(R)Y(T) = (7 — R). (5.57)
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Sa druge strane, ako je hamiltonijan invarijantan na translacije

U YR)HU(R) =H, (5.58)

— —

znaci da on komutira sa svim U(R), pa se ceo skup operatora {H,U(R)}
moze istovremeno dijagonalizovati. Uzmimo jedno od ovih zajednickih svo-
jstvenih stanja, ¥ (7):

Hy (") = Bp(F),  UR)W() = u(R)y(). (5.59)

Posto su operatori U(R) unitarni, njihove svojstvene vrednosti u(ﬁ) su bro-
jevi modula jedan; sem toga, lako se vidi da vazi

u(R1)u(Rs) = u(Ry + Ry). (5.60)
Prema tome imamo

w(R) = u(@) ™ u(d@s)"2u(ds)" = e 2T (5.61)

—

gde smo oznaéili u(d@;) = e~ 2™ . Uvodjenjem vektora inverzne resetke b;
relacijom @; - bj = 2764, izraz (5.61) moze da se prepise kao

—

wR) = e FE ga k=g (5.62)
Kombinujuéi formule (5.57) i (5.62) imamo
(7= R) = e FR () = e FED Ty (7). (5.63)

odnosno funkcija

6(7) = e~ FTy() = e H Ry (7 — R) (5.64)

je periodi¢na.
Da vidimo, konacno, kako se u kvantnoj mehanici reprezentuju rotacije.
Rotacija oko z-ose za ugao « na talasnu funkciju ¢ (7) deluje kao

U(R(a, &) (7) = (R~ (a, &)7), (5.65)
gde je
cosa —sina 0
R(a,€,) = | sinaw cosa 0]. (5.66)
0 0 1

Hoéemo da nadjemo generatore rotacije, u ovom sluc¢aju, generator rotacije
oko z-ose, 7,. Njega ¢emo naci kao i ranije, iz infinitezimalno male rotacije,
o =k,

0
0] =1—1€l; (5.67)
1
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ili mozemo da koristimo jednac¢inu (5.26) koja daje sve generatore, pa i
(T3)i1, = i€;jx. Imamo dalje

T T T+ ey
Rieé)|ly| =R(-ee)|y| =-ex+y]. (5.68)
z z z
Prema tome, iz izraza za male rotacije
0 0
@D(R—I(Q é’z)F) = 1/;(3:—}-63/, —ex+1y, z) = (x,y, z)—l—e(y 8—;[)—:5 ;yb) (5.69)
i definicije generatora
U(R(e,€.)) (2, y,2) = (1 —ierz) P(z,y, 2), (5.70)
dobijamo
L,
W _ 2% _ — . (5.71)

TS Gy T Gy T h
Ovaj rezultat se lako uopstava. Ako oznatimo €; = en;, imamo
w(R(e, —fi)f') = (s — €jpejxr) = Y(25) — €jk€j25050), (5.72)

i sa druge strane,
U(R(e, 1)) ¢ = (I —iejTy) 9. (5.73)

Uporedjivanjem linearnih ¢lanova dobijamo

L;

T; = ieijkxk(‘)i == %, (574)
tako da se opS$ta rotacija oko ose 77 za ugao a moze zapisati kao
U(R(a, 1)) = e 107 L = gmnoils, (5.75)

gde je a; = an;.

U kvantnomehanickoj reprezentaciji infinitezimalna transformacija je pro-
porcionalna komutatoru sa generatorom. Zato, kao sto se lako moze prover-
iti, osobina da su opservable 7, p'i L vektori znaéi da je

[Li, a:j] = iheijkflfk, [Li,pj] = iheijkpk, [LZ', Lj] = ’ihEijkLk. (576)
Sa druge strane r2, p? i L? su skalari pa je

[Li,r%] =0, [L;,p?] =0, [L;, L] = 0. (5.77)
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5.4 UGAONI MOMENT

Problem odredjivanja svojstvenih vrednosti i svojstvenih stanja momenta
impulsa moze se resiti, kao i u slu¢aju harmonijskog oscilatora, ¢isto alge-
barski. Kao i ranije resavaé¢emo zajednicki svojstveni problem od L? i L.
Ve¢ smo definisali operatore

Ly=1L,+il,, L = (L))" (5.78)

Lako se vidi da vaze relacije

[L?, L] =0,
[L.,Ly] = +hL., (5.79)
(L, L_] = 2kL,,

a izrazen preko Ly i L,, kvadrat momenta impulsa je
=L L, +L*>+hL,=L,L_ +L*-hL.. (5.80)

Posto je dimenzija momenta impulsa [L.] = [h], ozna¢i¢emo svojstvene
vrednosti L, i L? sa bh i ah?®. Pretpostaviéemo da postoji (bar jedan)
zajednicki svojstveni vektor koji odgovara ovim svojstvenim vrednostima,
la, b):

L*a,b) = ah®|a,b),  L.|a,b) = bh|a,b); (5.81)

sem toga pretpostavljamo i da je ovaj vektor normiran, (a,bla,b) = 1.
Naravno, L? je pozitivan operator pa je a > 0. da operator “podizanja”
L, povecava vrednost b za 1 pokaza¢emo na sledeé¢i nacin. Ako oznac¢imo
|x) = L4]a,b), imamo

L2|x) = L?Lya,b) = Ly L?|a,b) = ah?|x), (5.82)
L:|x) = L:L|a,b) = (L4 L. + hL:)|a,b) = (b+ 1)A|x).
To znaéi da je i vektor |x) zajednicki svojstveni vektor za L2 i L., i da je
Ix) ~ la,b+1). (5.83)
Izracunajmo njegovu normu:
(x|x) = (a,b|L_L|a,b) = {a,b|L* - L?> —hL.|a,b) = (a* —b*—b)h*. (5.84)
Dakle, mozemo da zaklju¢imo

Lila,b) =hy/a? = b(b+1)|a,b+ 1). (5.85)

pri ¢emu smo fiksirali i fazni faktor. Primetimo, da bi kvadrat norme bio
pozitivan mora da vazi

a® > b(b+1). (5.86)
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Sliéno, za |x) = L_]|a,b) dobija se

L_ja,b) = hv/a®—b(b—1)|a,b— 1) (5.87)

a® > b(b—1). (5.88)

Znaéi, a®> > b? odnosno apsolutna vrednost od b je ograni¢ena odozgo, za
fiksirano a. Medjutim s druge strane, pri svakom delovanju L4 na svo-
jstveni vektore vrednost b se poveca za 1, tako da se uzastopnim delovanjem
operatora Ly vrednost b moze proizvoljno povecati, Sto je kontradikcija.
Odnosno, uvek je kontradikcija osim kad postoji vrednost b,,q. za koju je

L |a,byaz) =0, (5.89)

pa se daljim delovanjem operatora L, stalno dobija nula. Za ovu vrednost
onda vazi

a® = bmaz (bmaz + 1). (5.90)

Sli¢no, i delovanje L_ treba da se prekine na nekoj vrednosti b,,;,. Analogno
dobijamo

a? = bin (bmin — 1), (5.91)
odnosno
bmaw(bmaz + 1) = bmzn(bmzn - 1) (592)
to jest
(bmaac + bmzn)(bmaa: - bmm + 1) =0. (593)
Resenje ove jednacine je
bmaz = _bmin =1 (594)

Posto je broj koraka izmedju najnizeg stanja |a,bpm,) 1 najviseg stanja
|a, byaz) za fiksirano a jednak bpar — bmin = 21, sledi da je 2[ prirodan
broj ili nula. Znaci, [ je ceo ili poluceo broj.

Dobijeni bazis svojstvenih stanja momenta impulsa oznacava sa

la, by = |l,m), (5.95)

i zove standardni bazis. Pri tome, muyin = —1 < m < Myper = [; imamo
241 vrednosti kvantnog broja m. Svojstvene vrednosti momenta impulsa su
kvantovane, diskretne. Skup svojstvenih stanja |l,m) koja imaju fiksiranu
vrednost [ zove se multiplet, i ovaj skup odnosno odgovarajuéi potprostor je
zatvoren na delovanje svih L;, Li. Drugim re¢ima, potprostor za fiksirano
L, {|l,m), m =—I,...1} jeireducibilan i predstavlja linearni prostor u kome
deluje ireducibilna reprezentacija grupe rotacija SO(3).

Lyll,m) =h\/I(l+1) —m(m+ 1|l,m + D)~/ —m)([I +m+ 1|I, 5196)
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L_|l,m) =h/I(l+1) —=m(m —1|l,m — D)~/ +m)( —m+ 1|I,5:97T)

Ireducibilne reprezentacije su kona¢nodimenzione a operatori L; su u
njima prikazani kvadratnim (2] +1) x (2 + 1) matricama. Skup sfernih har-
monika Y;™ (60, ¢) s druge strane je beskonac¢nodimenzion: ta reprezentacija
je zbir svih ireducibilnih reprezentacija za celobrojne vrednosti .

5.5 SPIN 1/2

Resavajuéi svojstvene jednacine za orbitni ugaoni moment dobili smo sferne
harmonike Y;™(0,¢) = (0, ¢|l,m) koji imaju celobrojne vrednosti I i m;
sa druge strane, iz opsSte teorije ugaonog momenta odnosno algebarskim
reSavanjem istog problema dobili smo da vrednosti [ i m u principu mogu
da budu i polucele. Da li zaista ¢itav niz stanja koja su matematicki dozvol-
jena nije realizovan u prirodi? Da ovo nije slucaj otkrili su Stern i Gerlach
u eksperimentu u kome snop elektrona odnosno atoma prolazi kroz neho-
mogeno magnetno polje.

Dominantni ¢lan koji opisuje energiju interakcije elektrona sa slabim
magnetnim poljem i u slu¢aju nehomogenog polja je —ji - B. Razmotrimo
evoluciju snopa elektrona koji se inicijalno kretao duz z-ose kada udje u
nehomogeno magnetno polje, B = B (7) €,. Hamiltonijan elektrona je

i L PP
H=——-jl-B=— L,B(7). .
2m 2m + nLB(7) (5.98)

Promena z-komponente impulsa, p,, moze se odrediti koristeéi jednacine

d(p)

ih dt = ([pz, H]) = pp(L:[p=, B])

(5.99)

= —ih <L 3£ >

= —thpup z 9z

Ako pretpostavimo na primer da je gradijent %—E = const, dobijamo
d{p:) 9B
=—up — (L,). 1
el = up S (L) (5100

Zmnaci ako je snop pre ulaska u magnetno polje bio u stanju sa odredjenom
vrednoséu L, pri prolasku kroz magnetno polje on skreée u pravcu ne-
homogenosti polja a proporcionalno (L,). Ako su u snopu na ulazu bila
pomesana stanja sa razli¢itim vrednostima magnetnog kvantnog broja, pri
prolasku kroz magnetno polje snop ¢e se razdvojiti na onoliko delova koliko
je bilo vrednosti L.

Eksperimentalnu situaciju analognu gore opisanoj ostvarili su Stern i
Gerlach u eksperimentu iz 1922. Oni su merili vrednosti momenta impulsa,
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odnosno magnetnog dipolnog momenta, atoma srebra pri prolasku kroz ne-
homogeno magnetno polje. Srebro ima omotac¢ koji se sastoji od 47 elek-
trona, pri ¢emu je ukupni ugaoni moment prvih 46 elektrona nula tako da je
moment impulsa atoma jednak momentu impulsa poslednjeg (5s) elektrona.
U principu i ne znajuéi detalje strukture, o¢ekivali bismo da se inicijalni snop
razdvaja na neparan broj snopova, 2/ + 1. U eksperimentu, snop se razd-
vaja na dva dela! Slican eksperiment sa vodonikovim atomima u osnovnom
stanju ponovili su 1927. Phipps i Taylor, sa istim rezultatom. Umesto da
prolazi nepromenjen kroz magnetno polje posto je u stanju sa [ = 0, snop se
cepao na dva. Pri tome je utvrdjeno i da odgovarajuéi magnetni moment,
zbog svog reda veli¢ine, potice od elektrona.

Jedino objasnjenje ovakvog ponaSanja je da elektron, osim orbitnog,
ima unutras$nji moment impulsa, spin; vrednosti ovog ugaonog momenta
su polucele. Vrednost s = 1/2 dobija se iz ¢injenice da se pocetni snop cepa
na dva: 2s+1 = 2. U skladu s tim, magnetni kvantni broj ms = +1/2. Sve
elementarne Cestice imaju spin; one sa polucelim spinom (kao elektron, pro-
ton, neutron) zovu se fermioni, dok se Cestice sa celobrojnim spinom zovu
bozoni (na primer foton, Higgs-ov bozon). Kao $to se u Stern-Gerlach-ovom
eksperimentu vidi i spin ima magnetni dipolni moment,

e
i=g— 5= —qups 5.101
A=95 8= —gups ( )

jer interaguje sa magnetnim poljem. Faktor proporcionalnosti g zove se
ziromagnetni odnos; za elektron, g = 2.0022. Formule analogne (5.101) vaze
27|7ch
se zove nuklearni magneton), pri ¢emu su ziromagnetni odnosi protona i
neutrona razlomljeni, g, =5.591 g, = —3.83.

Analizirajmo detaljnije spinska stanja elektrona. Kao Sto smo videli,
projekcija spina na z-osu s, ima dve moguée vrednosti, ms = +1/2; vred-
nost kvadrata spina s? je 3/4. Znaéi prostor stanja spina je dvodimenzion a
spinska stanja mozemo prikazati kao vektore-kolone od dva elementa. Svo-
jstvena stanja pisacemo kao

33 =m=(p) 13-z ==(): (5.102)

Da vidimo kako se u ovom prostoru reprezentuju operatori spina. O¢igledno,

_h{1 0 s 3R (1 0
82_2<0 _1>7 s _4(0 1>. (5.103)

s+ mozemo nadi iz njihovog delovanja na vektore bazisa. Iz formule

Lyll,m) = /Il +1) —m(m + 1) [l m+1) = h/(I — m)(l + m + 1) |l, m+1)

za proton i neutron (uz zamenu m — myp odnosno up — [N AN =

vidimo da je
11 1 1 11
S+|§7§>_07 S+|§7_§>_h|§7§> (5104>
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Ako sy predstavimo pomocu matrice

s = <Z Z) : (5.105)

gornje jednakosti mogu se prepisati kao

EOG- (YO0 ow

i iz njih dobijamo

sy =h (8 é) ., s_=(s)=nh <(1) 8) (5.107)

1 h (0 1 1 h (0 —i
51‘—2(8++5—)_2(1 0>7 Sy—%(5+—5—)—2<i 0>-(5-108)

o; (5.109)

Matrice o;

nazivaju se Pauli-jeve matrice.
Relacija koja karakterise algebru Pauli-jevih matrica je

00k = Oik + 1€i1107. (5.110)

Projekcija spina na osu 7 = (ng,ny,n.) = (sin 6 cos ¢, sin §sin ¢, cos #) data
je matricom oj:

h ., n, n_ cosf  sinfe ¥
B o= <n+ —nz) a (sinQei‘P —cosf ) (5.111)

svojstvene vrednosti +1.

Kako u svom udzbeniku kaze Sakurai?, spin 1/2 i opétije sistemi sa dva
stepena slobode su najmanje klasi¢ni, maksimalno kvantni sistemi i ¢esto
se uzimaju kao primer da bi se ilustrovali tipi¢ni kvantni efekti. Mozda jo$
ceSée od spinskih stanja fermiona analiziraju se stanja polarizacije fotona:
matematicki opis je isti. Mada je, videli smo u pocetku ovog poglavlja, spin
vezan sa orbitnim kretanjem Cestice, postoje situacije u kojima se on moze
razmatrati, u formalizmu, nezavisno. U nastavku éemo analizirati problem
analogan Larmor-ovoj precesiji, precesiju spina u homogenom magnetnom
polju.

23.J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics, Addison-Wesley, 1994.
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Zanima nas kako evoluira sistem koji ima spin 1/2 u magnetnom polju
B = Bé,, B=const: videli smo da je hamiltonijan koji opisuje njegovo
kretanje
H =2ups- B = ws., w= 9B (5.112)
mc
Odavde lako zaklu¢ujemo da su svojstvena stanja hamiltonijana zapravo
svojstvena stanja z-projekcije spina, a svojstvene energije jednake +hw/2.

Proanalizirajmo vremensku evoluciju ovog sistema. Evolucioni operator
U(t) = e wllt = =5 (5.113)

proporcionalan je operatoru rotacije oko z-ose za ugao a = wt. U(t) se,
korigéenjem osobine o2 = I, moze izracunati eksplicitno,

o . oo .
_iasy _ oy 1 —tQo, \ 2" 1 —i0, ) 2n+1
h = = R .
¢ ¢ Z(%)!( 2 ) +Z(2n+1)!< 2

n=0 n=0
(5.114)
Posto je
on=1, otl=q, (5.115)
dobijamo
_iasg o« e”2 0
e n _cos2I—zsm2az_< 0 egl); (5.116)

doduse ovo se vidi i direktno iz (3.65). Dobijena formula daje vaznu karak-
teristiku spinske reprezentacije: rotacija za ugao 27 nije jedini¢na transfor-
macija nego vazi

27
w

Uty = 1. (5.117)

Drugim re¢ima, period promene stanja sistema u magnetnom polju je

_47r

T (5.118)

w

Sa druge strane ako izra¢unamo kako evoluiraju operatori spina, na primer
sz(t), dobijamo

iwt
s:(t) = U Nt) s, U(t) = (egwt 60 ) = coswt s, —sinwt sy, (5.119)
(52(t)) = coswt (s5) — sinwt (sy). (5.120)

Prema tome, period precesije spina kao opservable je dvostruko manji,

2
T.= " (5.121)

w



5.6. x PROSTOR STANJA ELEKTRONA 139

Na nivou o¢ekivanih vrednosti ovu razliku je lakSe razumeti: za vreme 27 /w
stanja se promene za faktor (—1), |x) — —|x), dok ocekivane vrednosti
(x| 5]x) ostaju iste jer je (—1)% = 1.

Precesija spina u magnetnom polju daje moguénost eksperimentalne pro-
vere ¢injenice da se, kod fermiona, tek rotacija za ugao 47 svodi na jedini¢nu
transformaciju. U eksperimentima koje su 1975. izveli nezavisno H. Rauch
i S. A. Werner, ulazni snop neutrona podeli se na dva snopa od kojih jedan
prolazi kroz magnetno polje a drugi ne. Snopovi se posle opet spajaju i
detektuje se njihova interferencija. Iz nase prethodne analize je jasno da ée
fazna razlika zavisiti od jacine polja B i vremena koje drugi snop provede u
magnetnom polju. Variranjem parametara i analizom interferencione slike
dobija se da je period promene talasne funkcije zaista (5.118), ili re¢ima
teorije grupa, da je reprezentacija s = 1/2 dvoznaéna.

5.6 * PROSTOR STANJA ELEKTRONA

Stern-Gerlach-ov i ostali eksperimenti pokazuju da elektron, osim polozaja,
impulsa, energije, orbitnog momenta impulsa, karakteriSe i jedna dodatna
osobina nezavisna od prostornih promenljivih: spin. Ovakve osobine nazi-
vaju se unutrasnji stepeni slobode. Naravno, spin se manifestuje kroz in-
terakciju sa magnetnim poljem i tako uti¢e na prostorno kretanje elektrona.
Nezavisnost spina od prostornih osobina znac¢i da u talasnu funkciju elek-
trona treba da dodamo informaciju o spinu, odnosno kvantne brojeve koji
ga opisuju,

U(s,7) = (s,7|¥), (5.122)

kao i da se merenje spina moze izvrsiti istrovremeno sa merenjem prostornih
opservabli. Matematicki, nezavisnost se iskazuje kroz ¢injenicu da je prostor
stanja elektrona tenzorski proizvod orbitnog i spinskog prostora,

|s,7) = |s) @ |7). (5.123)

Tenzorski proizvod smo veé koristili pri prelasku sa jednodimenzionog na
trodimenzioni prostor. Analogno sa (5.123) imamo zapravo

7) = lz) ©y) @ [2). (5.124)

Osnovna razlika je §to je u slucaju spina, “spinski prostor” prostor bro-
jnih kolona od dva elementa, dok je prostor stanja jednodimenzione Cestice
‘H obrazovan (razapet) bazisom svojstvenih vektora koordinate |z), pa je
beskona¢nodimenzion. Dodavanje stepeni slobode uvek se u kvantnoj me-
hanici realizije tenzorskim proizvodom. Za elektron je tzv. nekorelisani
bazis dat sa

W+ 7) = ) @y (7) = (¢+0®> (=D =) @ () = ( w_ow) .
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Proizvoljno stanje, koje nema oStru vrednost spina s, je

W(s, ) = (ng) : (5.125)

ova dvokomponentna talasna funkcija naziva se spinor. Naravno, prostor
stanja elektrona je “dvostruko veéi” od prostora stanja ¢estice bez spina
pa je u kompletnom opisu na primer, degeneracija n-tog nivoa energije
vodonikovog atoma zapravo 2n?, jer svako od n? orbitnih stanja |n,l,m)
moze imati dve projekcije spina na z-osu, +1/2. Zato je prava oznaka
svojstvenih funkcija elektrona u atomu vodonika |n,l,m,ms). U mnogim
fizickim problemima spin se dekupluje od prostornih stepeni slobode pa sa
dovoljnom ta¢nos¢u uticaj spina mozemo da zanemarimo; ili pak da evolu-
ciju spinskih stepeni slobode posmatramo nezavisno od prostornih.

5.7 SABIRANJE UGAONIH MOMENATA

Videli smo da je u slu¢aju vise Cestica ukupni impuls sistema,
N
P=>p (5.126)

=1

opservabla koja generiSe translacije. Isto je i sa momentom impulsa. Raz-
motrimo na primer kako se pri rotacijama menja talasna funkcija elektrona
odnosno spinor

W) =D ®lv),  W(s,7) = x(s)® psi(r). (5.127)

Stanje (5.127) je nekorelisano: predstavlja proizvod spinskog i prostornog
stanja. Ako izvr§imo rotaciju za ugao « oko ose 77 imamo

W) — ') = e 7 O |y) @ e~ F mikigy, (5.128)

odnosno _
U(s,7) — W'(s,7) = e 7 x (R (v, 77) 7). (5.129)

Identi¢no se transformise i proizvoljni spinor. Posmatrajuéi infinitezimalnu
rotaciju dobijamo da je generisana operatorom

j=5+1L (5.130)
ili preciznije, postujuéi notaciju tenzorskog proizvoda,

j=30I+I®L. (5.131)
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Kao §to smo veé rekli, spin i orbitni ugaoni moment su nezavisne opservable
koje se mogu meriti istovremeno, i komutiraju. U slucaju N cestica ukupni
moment impulsa je

N
J=>Jj. (5.132)

Razmotri¢emo primer sabiranja spinskog i orbitnog ugaonog momenta
detaljnije. Jedan od mogucih bazisa koji se mogu koristiti za opis ukupnog
ugaonog momenta elektrona je nekorelisani bazis, koji ima dobro definisane
vrednosti i spina i orbitnog ugaonog momenta. Ovo je naravno mogudée jer

[Si,Lj] = 0, (5.133)

pa ima smisla da ova stanja oznac¢imo kao |s,ms, [, m), odnosno

11 (1 m_ ("
<97@’2727l7m>_<0>®}7 _<0>’

11 0\ o (0
<0790’§7_§7lam> - <1> Yi - <Y'lm’) :

Medjutim, nas u principu zanimaju svojstvene vrednosti ukupnog momenta
impulsa, odnosno zajednicke svojstvene vrednosti od opservabli j2 i j..

Posto je
7 = (G4 D)2 =82+ L2+ 2(suLy + syLy + s:L2), (5.134)
lako se vidi da vazi
[j2, L% =0, [12,5% =0, (5.135)
kao i
[ L] =0, [j:s7] =0 (5.136)

jer su s?1i L? skalari pa komutiraju sa ukupnim momentom impulsa j Zato
kao osnovni skup stanja mozemo da izaberemo |j,m;,s,[).

Da bismo odredili ova stanja, prvo da vidimo eksplicitno kako operatori
4. i j? izgledaju. Imamo

. (10 h(l 0 _(L.+2 0
J2 = (0 1>®LZ+2<0 —1>®1_< 0 L.—1)

- 3R /1 0 1 0
.2 2 2 =, 2
jo = s+ L*+25-L= 1 (0 1>®I+<0 1)®L

01 0 —i 1 0
() g)ern(] Penen(y 4ot

L2+ 3n% + hL, hL_
hL. L2+ 3n2—hL, )

(5.137)
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Treba da resimo jednacine
G Wima = hm;Win,
oy (5.138)
I msr = 1255 + 1), 1.

Pretpostavimo da je resenje ¥j,,;; oblika

aY™
Wil = ﬂYm/ . (5.139)
l

Svojstvena jednacina za j, daje
1 , 1
= —=m — =, 5.140
m; =m + 5 =M 3 ( )
odnosno m:mj—%, m' =mj+35,m =m+1i

1

a Yimjfi
I e (5.141)

By,
l
Uvodjenjem poslednjeg izraza, svojstvena jednacina za j2 postaje

W+ +3+m  VIl+1) = (m+1)m\ [ ay™ . oV
VIOT D) —mm 1 1) 10+1)+3—(m+n) \py )~ gyt

Resavanjem svojstvene jednacine za j2 dobi¢emo vrednosti konstanti « i 3
tj. njihov odnos, kao i moguée vrednosti kvantnog broja j. Oznacavajuci
A=j(j+1) za A imamo

I(1+1)+ 3 Ttm—A VIE+1) —m(m+1)

=0. (5.142)
VIE+1) —m(m+1) I(l+1)+2 —(m+1)—A

Vrednost ove determinante ne zavisi od m, kao Sto se vidi sredjivanjem
prethodnog izraza:

1

1 1
N =2+ )+ (4 ) = (4 5)° =0, (5.143)
odnosno
)\1,2_(1+2) i(l+2)_l 7 l +2l+4. (5.144)

Imamo dve mogucée svojstvene vrednosti za j: j = [ + % igjg=1- %
Vrednosti koeficijenata a i 3 nalaze se iz svojstvene jednacine, npr. u sluc¢aju
j=1- % imamo

(+m+Da=—/I-mit+m+l)s, a:j/mﬁ@ (5.145)
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i normiranja na jedinicu.

143

Najjednostavniji slucaj slaganja ugaonih momenata je sabiranje dva spina

s=1/2:
S =51+ 5

(5.146)

ovim se dobija na primer ukupni spin sistema dva elektrona. Kao sto smo

rekli,
[51i7 S2j] - 07

(5.147)

odnosno spinovi razli¢itih ¢estica medjusobno komutiraju, a komponente

ukupnog spina zadovoljavaju
[Si, Sj] = ZhEl]kSk
Kao i u prethodnom primeru imamo

g2 _ 2 2 -
S = 5]+ 55 +25] - 59,

_ o O O

0

S O =

(5.148)

(5.149)

(5.150)

(5.151)

gde je
. _h, . _ho
81:§J®I, 82=§I®U.
Tenzorskim mnozenjem se dobija, na primer
1 00 O
000 O
Sz =h 000 0]
00 0 —1
1 0 0
hi(l 0 hi(l 0 1o -1 0
Slzs?z_z(o —1>®2<0 —1> £lo 0o —1
0 0 O
2000
= 0110
2 _ 32
ST=h 0110
00 0 2
i tako dalje. Bazis u kome su ove matrice napisane je takodje proizvod,
1
+h=(He(t)=]° |4+ = o (Y
~\0 o) (0]’ 1
0
0
—a=(Ne () =Y - =(% ("
S\l o/ 1]’ - 1
0

— o O O
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Na osnovu izraza (5.151) vidimo da je S, u zadatom bazisu ve¢ dijagonalna
matrica sa svojstvenim vrednostima %, 0, —h; S2, medjutim nije. Doduse,
svojstveni vektori su joj | + 4) i | — —), pa svojstveni problem mozemo

. 11 o
da resavamo samo za podmatricu A> <1 1> u potprostoru koji je razapet

vektorima | + —) i | — +). Svojstvene vrednosti ove matrice su 2h% i 0, a
odgovarajuéi svojstveni vektori su

A0 a() e

Da zaklju¢imo: sistem od dva elektrona ima cetiri spinska stanja:

triplet, S =1: | + +), %(|+f>+|f+>)’ |- )
(5.153)
singlet, S =0: %(|—|——>_|_+>).

I konac¢no, da kazemo nesto o slaganju ugaonih momenata u opStem
slucaju. Pretpostavimo da imamo dva ugaona momenta Lii Eg, odnosno
dve ireducibilne reprezentacije karakterisane sa [y i lo. Podsistemi su neza-
visni,

[L1i, Laj] = 0. (5.154)

Njihov zbir je ukupni ugaoni moment sistema,
J=Li+Ly J?=L3+L}+2L, Ly (5.155)

a prostor stanja, tenzorski proizvod sa bazisom
[l1,m1,la, ma) = |l1,m1) ® |la, m2). (5.156)

Sa druge strane, ve¢ smo videli da bazis mozemo birati drugacije: istovre-
menom dijagonalizacijom J2, J,, L? i L3. Videli smo takodje na primerima
da u ovom slu¢aju vrednost ukupnog ugaonog momenta j nije jednoznacno
odredjena nego da moze da ima vise vrednosti. Opste pravilo je da j ima
sve vrednosti

1=l +l1..., ‘ll—lg‘ (5157)

po jedan put. Ovo odgovara vektorskom dijagramu slaganja ugaonih mom-
enata:

a matematicki, re¢ je o tome kako se tenzorski proizvod dve ire-
ducibilne reprezentacije grupe SO(3) razlaze na direktni zbir ireducibilnih
reprezentacija. Koeficijenti u razvoju jednog bazisa po drugom

’j,mj,l1,12> = Z lemg,jmj ’ll,ml,l27m2> (5.158)

mi,ma2
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zovu se Clebsch-Gordan-ovi (CG) koeficijenti,
lemz,jmj = <l1,m1,l2,m2|j, mj,l1,12>. (5.159)

Skicira¢emo kako se dokazuje gornji iskaz (5.157) i odredjuju Clebsch-
Gordan-ovi koeficijenti. Polazimo od bazisa (5.156) koji je proizvod stanja
sa definisanim ugaonim momentom podsistema 1 i 2. Iz Cinjenica da je

Jz = le + LQZ7 [L127 LQZ] - 07 (5160)
zaklju¢ujemo da ova stanja imaju i ostru vrednost ukupnog J,
J, ‘ll, mi, lQ, m2> = h(ml + mg)’ll, mi, lQ, m2>. (5.161)

J je dijagonalno u bazisu (5.156), te je operator koji jos treba da dijagonal-
izujemo kvadrat, J2. Vrednosti CG koeficijenata proporcionalne su prema
tome sa Kronecker-ovom deltom,

(1, ma, Lo, malg, my, 11, l2) ~ Sy my+me- (5.162)
Sliéno kao i J,, mozemo definisati i operatore podizanja i spuStanja,
Jpy=Jp+iJy =Ly T +1® Loy, (5.163)
i J_ = (Ly)!. U bazisu (5.156) ima (21; + 1) x (2l + 1) vektora,
my = —ly,...,1, mo = —lg, ..., 1o (5.164)
pa su prema tome moguce vrednosti kvantnog broja m; date sa
mj=mi+me=—l —la,.... 11 + la. (5.165)

Minimalnu i maksimalnu vrednost, m; = —Ily — Iy i m; = l; + Il ima
samo po jedan vektor, |ly,—l1,lo, —l2) i |l1,11,l2,l3). Od najviseg vektora
ll1,11,12,12) do najnizeg, |l1,—I1,l2, —l2) mozemo da stignemo delovanjem
operatora J_, §to nam daje ceo multiplet ugaonog momenta sa j = I +
ly, dimenzije 2(l; + l3) + 1. Dalje, linearno nezavisnih vektora koji imaju
vrednost m; = l1+I3—1 ima ta¢no dva: tosu |l1,l1—1,12,02) 1 |l1,l1,12,l0—
1) . Kada u ovom dvodimenzionom potprostoru za jedan od bazisnih vektora
uzmemo

‘] =1+ l2,77’Lj =l +1l— 1,ll,l2> ~ J_ ’ll,ll,lz,b), (5.166)

drugi bazisni vektor, ortogonalan na (5.166), odgovara vrednosti j = I3 +
lo — 1 jer ima projekciju m; = Iy + lo — 1: on predstavlja gornji ili najvisi
vektor multipleta [ + lo — 1. Delovanjem sa J_ iz ovog vektora dobijamo i
ceo multiplet odnosno svih 2(l1+13—1)+1 vektora koji mu pripadaju. Ovaj
postupak mozemo da produzimo dalje, a njegovo bitno svojstvo je da uvek
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dobijamo cele multiplete momenta impulsa J. Broj koraka k koji mozemo
da napravimo dok ne iscrpimo ceo (2l; + 1)x (2l + 1)-dimenzioni prostor
moze da se odredi iz jednacine

2([1 + l2) +1+ ...+ 2(l1 + 1o — k‘) +1= (2[1 + 1)(212 + 1). (5.167)

Imamo

k
S 2l +lp—i)+k+1= (2 + 2 —k+1)(k+1), (5.168)
=0

pa reSavanjem jednacine dobijamo broj koraka k,
k=ll+l2:|:’l1—l2‘. (5.169)
Ovom k odgovara minimalna vrednost momenta impulsa,

j:ll“l‘lQ_k:’ll—lQ‘. (5.170)

5.8 x IzZOSPIN

Videli smo da u prirodi i u umetnosti pojam simetrije podrazumeva ponavl-
janje odnosno invarijantnost nekih osobina: u kvantnomehanickom sistemu
degeneracija nivoa energije ukazuje na simetriju. Veoma vazan korak za
uvodjenje i razvoj pojma unutrasnje simetrije ucinjen je 1932. godine kada je
Chadwick eksperimentalno otkrio neutron, treéu ¢esticu koja sa elektronom
i protonom gradi atom. Eksperimentalno izmerena masa neutrona ja do na
0.1% jednaka masi protona:

masa spin  naelektrisanje
proton 939.565 MeV ~ 1/2 -e
neutron 938.272 MeV  1/2 0

Protoni i neutroni grade jezgro: redni broj atoma Z jednak je broju protona
odnosno naelektrisanju jezgra —Ze, a atomski broj A proporcionalan je
ukupnoj masi jezgra, A = Z 4+ N, gde je N broj neutrona u jezgru.
Nekoliko meseci posle otkri¢a neutrona Heisenberg je predlozio da pri-
bliznu jednakost masa protona i neutrona treba interpretirati kao simetriju:
proton i neutron su zapravo dva stanja iste ¢estice — nukleona, slicno kao
sto su |+) i |—) dva spinska stanja elektrona. Ovu novu simetriju, po
analogiji sa spinom, Wigner je 1935. nazvao izospin (izobarski spin). Za
razliku od spina koji je unutrasnji stepen slobode odnosno inherentna os-
obina Cestice, ali se manifestuje pri rotacijama spoljasnjeg, trodimenzionog
prostora, izospinske transformacije nisu relirane sa prostornim transforma-
cijama. One medju sobom transformisu komponente talasne funkcije ostavl-
jajuéi koordinate i vreme nepromenjenim, i zato predstavljanju unutrasnju
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simetriju. Zbog mnogih teorijskih ili matematickih sli¢nosti pretpostavl-
jeno je u pocetku da je grupa simetrije izospina Lie-jeva grupa SU(2), a da
su proton i neutron stanja najmanjeg netrivijalnog multipleta ove grupe —

dubleta,
= (%(g‘jﬂ) = (WO F)> , (5.171)

ili ako pisemo samo deo talasne funkcije u izospinskom prostoru,

p) = !%é) = (é) . In)= |%,—%> = G) : (5.172)

Izospin, kao i ugaoni moment, ima tri komponente, tri opservable T;, sa
T3, T;] = ieiju T, T? = T T;. (5.173)

Proton i neutron su svojstvena stanja tre¢e komponente izospina T3, t3 =
+1/2. Opservable izospina su za proton i neutron date o-matricama (istori-
jski, T-matricama),

1
T; = 5o (5.174)

Razlika izmedju protona i neutrona moze se izraziti i pomocéu naelektrisanja
Q: vazi formula

Q= (g + T3) |e], (5.175)

gde je A broj nukleona: A =1 u oba stanja, [p) i |n).

Hipoteza izospina odnosno postojanja unutrasnjih simetrija ima ogro-
man konceptualni znacaj u fizici elementarnih cestica, kao i mnogobrojne
posledice. Mi ¢emo neke od njih pomenuti ukratko. Pre svega, jasno je da
iskaz da su proton i neutron “stanja iste ¢estice” nije u potpunosti tacan ni
precizan u istom smislu u kom vazi za dva spinska stanja elektrona. Ali sa
druge strane, |p) i |n) su “skoro isti”, i kao $to u magnetnom polju mozemo
da razlikujemo stanja |+) i |—), tako elektri¢no polje pravi razliku izmedju
|p) i |n). Drugim re¢ima, izospinska simetrija nije simetrija svih sila kojima
nukleoni interaguju, veé samo jakih (nuklearnih) interakcija. Elektromag-
netna interakcija narusava izospinsku simetriju jer zavisi od naelektrisanja
(@ odnosno T3, pa zato ne komutira sa svim komponentama izospina T;.
Ali posto je jaka interakcija na malim rastojanjima (reda veli¢ine jezgra,
1075 m) mnogo jaca od elektromagnetne, izospin je priblizno oéuvan. Iz
osobina operatora ugaonog momenta znamo da se u sistemu viSe cestica
vrednost opservable T3 sabira: t3 je aditivan kvantni broj.

Posto nuklearne interakcije imaju izospinsku simetriju, hamiltonijan koji
ih opisuje moze da zavisi samo od T2. Obi¢no se analizira interakcija oblika

H=1I® f(r)+T*®g(r). (5.176)
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Izospinska simetrija ima mnoge manifestacije u nuklearnoj fizici. Najjednos-
tavnije vezano stanje dva nukleona je deuteron koji se sastoji od protona i
neutrona,

Ay =2, Qq = |€| = t3=0. (5.177)

Prema tome, osnovno stanje deuterona je izospinski singlet ¢ = 0 i ono ima
ukupni spin s = 1. Sva stanja izospinskog tripleta dve nukleona, ukljuc¢ujuéi
prvo pobudjeno stanje deuterona, (|pn) — |np))/v2, |pp) i |nn) su nesta-
bilna.

Slede¢i vazan primer su jezgra vodonika H? (Z = 1, N = 2) i helijuma
He? (Z =2, N = 1). Ona u osnovnom stanju (s = 1/2) imaju skoro jednake
energije, i relativno jednostavno mozemo da vidimo da predstavlaju dublet
u odnosu na izospin jer

Appes =3, Quapes = e, 2le] (5.178)
pa iz (5.175) sledi
1
(3) s e = T35 (5.179)

Sliéno je i sa drugim ogledalskim jezgrima koja se razlikuju zamenom Z <
N. Uzmimo na primer osnovna stanja jezgara bora B2 (Z =5 N =7) i
azotai N'2 (Z =7, N = 5) koja imaju spin s = 1. Dobijamo da je

(t3)giz iz = (5,7) — 6 = F1. (5.180)

Postoji i treée stanje ovog izospinskog tripleta sa t3 = 0 koje ima skoro
istu vrednost energije: to je prvo pobudjeno stanje jezgra ugljenika C'2
(Z =6, N = 6). Ovo stanje takodje ima spin s = 1, dok osnovno stanje
jezgra ugljenika ima spin s = 0.

Osim nukleona i jezgara, izospin je osobina i drugih teskih estica koje
interaguju jakom interakcijim — hadrona. Najlakse Cestice koje jako inter-
aguju su pioni tj. triplet m-mezona:

masa spin  naelektrisanje 3
Tt 139.6 MeV 0 -e
w0 135.0 MeV 0 0 0
T 139.6 MeV 0 e -1

Iz formule (5.175) lako se vidi da je za ovaj multiplet vrednost izospina t = 1,
jer je A = 0. Stanja piona u izospinskom prostoru mogu da se identifikuju
kao

1 0
L) =[(0]=—z"), [L,o)=[1] =7, [1,-1D=]{0]|=7").
0 0 1
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Drugi karakteristi¢ni izospinski multiplet je multiplet A-bariona, za koji je
t=3/2:3

masa spin  naelektrisanje 3
ATT 1232 + 2 MeV ~ 3/2 -2e 3/2
AT 1232 + 2 MeV ~ 3/2 -e 1/2
A 1232 + 2 MeV  3/2 0 -1/2
A~ 1232 + 2 MeV ~ 3/2 e -3/2

Izospinska simetrija nam pomaze da nadjemo relativne Sirine raspada
(“branching ratios”) za odredjene sudare i raspade ¢iji je mehanizam jaka
interakcija. U ovakvim racunima vaznu ulogu igraju Wigner-Eckart-ova teo-
rema i Clebsch-Gordan-ovi koeficijenti. Pretpostavimo naime da zelimo
da odredimo verovatnoc¢u raspada, ili prelaza iz pocetnog stanja sistema
|W(0)) = |¢) u stanje |x) u kasnijem trenutku ¢. Ova verovatnoca je odred-
jena projekcijom _

(D) = {xl et 1y, (5.181)

odnosno matriénim elementom operatora evolucije
U,t)=e w8 §=U(—00,00), (5.182)

koji se, ako gledamo evoluciju od minus i plus beskonac¢nosti, naziva S-
matrica (od engleske reci “scattering”, sudar).* Pretpostavimo sada de
je hamiltonijan invarijantan na izospinske transformacije, tj. da je oblika
(5.176) i zavisi samo od T?: H je izoskalar. Ako su stanja |x) i [1) oblika

o =1t't3), ) =1t ts) (5.183)

lako se vidi da je B
(XIS} = Ot Gy, St. (5.184)

Ovo je Wigner-Eckart-ova teorema u specijalnom slucaju skalarnog oper-
atora S, a S; zove se redukovani matricni element. Wigner-Eckart-ovu
teoremu ¢emo koristiti i kasnije da bismo objasnili selekciona pravila u emi-
sionim i apsorpcionim spektrima atoma. U slu¢aju raspada i rasejanja, izraz
(5.184) nam daje koji su raspadi zabranjeni (oni za koje je (x|S|¥) =0), a
sem toga, i relativne odnose verovatnoca kada uporedjujemo procese za koje
je redukovani matriéni element S; jednak. Pokazimo ovo na par primera.
Jednostavni eksperimentalni dokaz izospinske invarijantnosti je proces

d+d — He' +n°. (5.185)

3Tabele sa navedenim vrednostima preuzete su iz udzbenika W. Greiner, B. Miiller,
Quantum Mechanics, Symmetries, Springer 1994, Ciji je veliki deo posveéen unutrasnjim
simetrijama.

1Ova definicija, videéemo kasnije u glavi o teoriji sudara, nije sasvim precizna.
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Sa stanovista zakona odrzanja naelektrisanja ovaj proces je dozvoljen; t3 je
takodje, za levu i desnu stranu ove reakcije jednako jer je jezgro helijuma
izosinglet. Medjutim, ono §to je u procesu naruseno je ukupni izospin ¢: oba
deuterona kao i He? su singleti, dok je pion 7% deo tripleta pa ima ¢t = 1.
Zaista, u eksperimentu je ovaj proces veoma potisnut: ima efikasni presek
~ 10732cm?, za Sest redova veli¢ine manji od tipi¢nih nuklearnih efikasnih
preseka. Proces se realizuje preko elektromagnetne interakcije,

d+d — He* + . (5.186)

Kao drugi primer naveséemo sudar protona i deuterona u kome se stvaraju
pioni. Moguéa su dva kanala za ovaj proces,

p+d— 70+ He?, p+d—at +H. (5.187)

Veé smo uveli sve potrebne talasne funkcije koje opisuju ove ¢estice tj. njihov
izospinski deo. Deuteron je singlet; proton, He? i H? pripadaju dubletu, dok
su pioni u izospinskom tripletu:

’d> = |0a0> |p> = %7 %>
[He®) =[5, 3) H?) = |3,—3) (5.188)
7%) = 11,0) 7 F) = —[1,1)

U ovom procesu je, vidimo na levoj strani, t = 1/2 i t3 = 1/2; zato su kao
rezultati raspada po Wigner-Eckart-ovoj teoremi mogucéa samo ona konac¢na
stanja koja imaju iste vrednosti. Prvom kanalu raspada odgovara stanje

0
R C WP
%) @ [He') = [L,0)® |5, 5)=|1] @ ()= (5.189)
272 0 0
0
0
0
a drugom
0
Y ey o
T e ) =L,)el5, ) =0]e(,])= (5.190)
272 1 0
0
0
0

Da bismo odredili vrednosti izospina u ovim stanjima, mozemo da izracunamo
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operatore izospina. Imamo

300
1
100 - 10 0 L o 832
T3:010®(2 1)+000®< >: 2
00 1 0 =2/ \o o -1) 01! 000
000
00 0
kao i
0 0
1 0
100 0 0 0
2
T__010®<(1)8>+ﬂ00®<(1)[1)>—\0f\%
00 1 0 V2 0
0 0
0 0
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OO'OOO
N[ =
o O O O
N[ =

©§Hooo
Eooooo

Znaci, multiplet izospina t = 3/2, tj. stanja koja su u ovom procesu zabran-

jena selekcionim pravilima, obrazovana su vektorima

0
1
V2

0
0
0

0
0
0
2 AR

OO O OO
O O O O O
OO O O O

1
0

Izospinski multiplet 3
zadatom sudaru, su ortogonalna na prethodna,

0
V2
=V2|r") @ [H?) + |7°) ® [He?),

oo o
|

O%HOOO
)

Prvo stanje u (5.191) je ono koje trazimo, sa t = 1/2 i t3 = 1/2,

_ o O O OO

1/2, odnosno stanja koja se mogu realizovati u

(5.191)

i pred-

stavlja linearnu kombinaciju stanja koja odgovarju trazenim kanalima ras-

pada. Vidimo da je relativna Sirina raspada u ova dva kanala, odnos verovatnocéa

olp+d—7t+H?) (V2)?

= =2.
o(p+d— 70+ He?) 1

Ovaj rezultat se sa tacnoséu od 10% vidi u eksperimentu.

(5.192)

_ O O O o O

O O O O O

[\J[oV]

O O O O OO
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5.9 * SO(4) 1 SIMETRIJE H-ATOMA

Analizirajuéi spektar energije i svojstvene funkcije sferno-simetri¢nih poten-
cijala dobili smo radijalnu jednacinu (4.47) ¢ije reSavanje daje mogudée vred-
nosti energije ovakvih sistema. Kako jednac¢ina zavisi od kvantnog broja
momenta impulsa [, energije vezanih stanja ¢e u principu zavisiti od [ i
kvantnog broja energije n, E,;. Ovo odrazava ¢injenicu da u sistemu imamo
rotacionu simetriju,

[L;, H] =0, (5.193)

pa celi multipleti momenta impulsa |I,m) za fiksiranu vrednost [ imaju istu
energiju, odnosno spektar je degenerisan.

Medjutim, specijalno kod vodonikovog atoma energije ne zavise od :
imamo dodatnu degeneraciju spektra, koja se nekada zove i “slucajna”.
Uzrok ove degeneracije je postojanje dodatne simetrije hamiltonijana elek-
trona u Coulomb-ovom potencijalu, odnosno dodatnih opservabli koje su
konstante kretanja. Veli¢ina koja je odrzana bila je poznata jo§ u vreme
pocetaka klasicne mehanike i zove se Laplace-Runge-Lenz-ov vektor. U
kvantnoj mehanici njegove komponente su

1 2 Z;
Ai = o €ijn(piLi + Lip;) — Ze 727 (5.194)

u odnosu na klasicni izraz u prvom ¢lanu proizvod p; i Lj, simetrizovan. Iste
godine kada i Schrédinger, 1926, Pauli je odredio spektar energije elektrona
u vodonikovom atomu ¢isto algebarski, koristeéi njegovu dodatnu simetriju.
I mi éemo kratko proé¢i kroz ovo izvodjenje.

Na osnovu definicije (5.194) mogu se lako pokazati dve osobine Laplace-
Runge-Lenz-ovog vektora:

[A,Hl=0, L-A=0. (5.195)
Posto su A;, kao i L;, konstante kretanja, one generisu dopunsku simetriju H-
atoma. Da bismo odredili ukupnu simetriju treba da nadjemo odgovarajuc¢u
algebru tj. sve komutatore. Ve¢ znamo
[Li, Lj] = iheijkLk;a (5196)
a posto je A vektor, imamo i

[Li, Aj] = iheijr Ag. (5.197)

Ostaje da se odredi komutator [A4;, A;]; racunom se dobija

2H
[Ai, 4] = —ih = ciji L. (5.198)
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Ocigledno, ako levu stranu ove jednac¢ine podelimo sa H, na desnoj strani
¢e ostati komponente momenta impulsa L;, generatori podalgebre rotacija.
Uvodjenjem

(5.199)

u sluc¢aju stanja diskretnog spektra odnosno negativnih svojstvenih vrednosti
energije £ < 0, iz (5.198) dobijamo

(A}, A% = ihe;ji L. (5.200)
Za kontinualni deo spektra E > 0, ako definiSemo
As
A== (5.201)
2H
m
imamo
[A}, A] = —iheijiLy. (5.202)

To znac¢i da je u slucaju diskretnog spektra grupa simetrije SO(4), a za
kontinualni deo spektra, SO(1,3). Vazi takodje

2H
A? = 7%t + T (L7 + 1. (5.203)
m

Zadrzacemo se na stanjima diskretnog spektra. Grupa SO(4) je direktni
proizvod SO(4) = SO(3) ® SO(3), a (medjusobno komutirajuéi) generatori
faktor-grupa izrazavaju se kao

1 1
Osim toga, u nasem sluc¢aju zbog L;A; =0 imamo
AM? = AN? = [ + A? = [2 — % A2, (5.205)

Ireducibilne reprezentacije grupe SO(4) se, u opstem sluc¢aju, mogu prebro-
jati odnosno oznagiti kvantnim brojevima od M? i N2, (ji,j2). Medjutim
u reprezentacijama koje imamo kod H-atoma zbog (5.205) je j1 = j2 = j.
Znaci, svojstvena stanja mozemo oznaciti sa |j,m,j,m’). Delujuéi opera-
torom 4M? na ovo stanje, iz (5.205) imamo

2H
AR%(j + 1) |, m, j,m') = (L2 = 2= (226" + == (L2 + 12)) ) |j,m, 4,m'),
2H m
odnosno
Hjomyjom) = 220 L o) (5.200)

Ovde razume se prepoznajemo da je kvantni broj energije n = 25 + 1, a
degeneracija nivoa n? = (25 + 1)2.
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5.10 IDENTICNE CESTICE

Identi¢ne cestice su one Cestice kojima su sve unutrasnje karakteristike kao
§to su masa, spin, izospin, iste. Ipak u klasi¢noj mehanici “Cestice ne gube
svoju individualnost”, tj. u principu mogu da se razlikuju: na primer kada
opisujemo kretanje bilijarskih kugli, svaku mozemo da obojimo razlicitom
bojom. U stvari, klasi¢ne cestice mozemo da razlikujemo po trajektoriji,
odnosno po polozaju i brzini u odredjenom trenutku vremena. Za razliku
od toga u kvantnoj mehanici trajektorija Cestice se ne moze odrediti jer vaze
relacije neodredjenosti. Zato vazi POSTULAT NERAZLICIVOSTI, koji kaze da
se IDENTICNE CESTICE NE MOGU NIKAKVIM MERENJEM RAZLIKOVATI. Ovaj
postulat je dodatni, poslednji od postulata kvantne mehanike i da bismo ga
preciznije formulisali treba da vidimo kako se on matematicki izrazava.
Oznac¢imo vektor stanja sistema N identi¢nih Cestica sa

11,...k,...L,...N). (5.207)

Ova oznaka je neprecizna jer u stvari samo prebrojava Cestice po nekom
unapred utvrdjenom redosledu. Medjutim iz nje se vidi da, ako vazi princip
nerazli¢ivosti, ovo stanje ne treba da se razlikuje od stanja koje se dobija
proizvoljnom permutacijom Cestica: odgovarajuca grupa simetrije je grupa
permutacija IV objekata, Sy. Najjednostavniji elementi ove grupe su trans-
pozicije, koje predstavljaju zamenu dve Cestice. Oznacimo sa Py zamenu
Cestice k 1 Cestice [:

Pull,...k,...l...NY=11,...0,...k...N). (5.208)

Broj transpozicija u grupi Sy je N(N —1)/2, dok je ukupan broj per-
mutacija N!; proizvoljnu permutaciju ozna¢avamo sa P. O¢igledno, kad dva
puta primenimo Pi; dobijamo pocetni raspored: P,?l = I. Svaka permutacija
se moze razloziti na transpozicije ali ovo razlaganje nije jedinstveno; med-
jutim, parnost broja transposzicija je u svim razlaganjima ista.Ovaj broj
definise parnost permutacije P, (—1)P.
Dinamicki, da bi postulat identi¢nosti vazio hamiltonijan sistema identi¢nih

Cestica mora da komutira sa svim permutacijama,

[P, H] = 0, PuHPy = H. (5.209)

Hamiltonijan ne sme da se menja pri izmeni dve identicne Cestice, a operatori
koji zadovoljavaju (5.209) zovu se simetri¢ni operatori. Ako se ograni¢imo
na dvocesti¢ne interakcije, hamiltonijan sistema identi¢nih ¢estica je oblika

2
_y . o .
H_§2m+¥U(m7sk)+zkl:V(‘rk rl])—i—zkl:ozsk S+ .... (5.210)

5L.D. Landau, E.M. Lifshitz, Quantum Mechanics: Non-Relativistic Theory Addison-
Wesley, 1958.
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Medjutim postulat o nerazli¢ivosti Cestica definisan je na nivou koji
prethodi dinamici, na kinemati¢kom nivou, te govori o osobinama prostora
stanja identi¢nih Cestica. Ima viSe nac¢ina da se implementira nerazli¢ivost.
Jedan je da podjemo od prostora stanja N razli¢itih ¢estica, HQ H® ... H,
pa da nerazli¢ivost nametnemo kao dodatni uslov. Drugi nac¢in je da prostor
konstruisemo tako da su ¢estice nerazli¢ive automatski odnosno po konstruk-
ciji: takav prostor stanja naziva se Fock-ov prostor a postupak druga kvanti-
zacija. Fock-ov prostor se koristi u kvantnoj teoriji polja jer, po konstrukciji,
sadrzi stanja koja mogu imati proizvoljan broj ¢estica (odnosno ekscitacija
polja). Mi ¢emo se zadrzati na prvom pristupu, u skladu sa idejom da je u
(nerelativistickoj) kvantnoj mehanici broj ¢estica fiksiran. Ozna¢imo sa

W (71, 815« Thy Sk« Ty Sl3 -« - TNy SN) (5.211)

talasnu funkciju koja opisuje stanje IN Cestica. Videli smo da je prostor
stanja visSe Cestica tenzorski proizvod jednocesti¢nih prostora, Sto odgovara
mogucnosti nezavisnog opisa osobina svake od njih. Operator izmene Cestica
k il moze se reprezentovati delovanjem na talasnu funkciju tako sto menja
mesto argumentima 7, S 1 77, S;:

Py U (7, 815 Thy Sk e - o715 815 - ) = W(F1, 815+ - - T1, 813+« - Thy Sk - - - )-

Ocigledno, Py je unitaran i P,?l = I: to znaci da su svojstvene vrednosti
operatora izmene +1. Princip nerazli¢ivosti kaze da se stanja kod kojih su
dve ideni¢ne Cestice zamenjene merenjima ne mogu da razlikovati: drugim
reCima, fizicka stanja sistema identi¢nih Cestica su svojstvena stanja opera-
tora izmene Py,

Py U (71, 815« - Thy Sk« - - T1, 813+ ) = TW(F1, 815+« - Thy Sk« - T, S13 -+ )

Pri tome, Cestice iste vrste moraju da imaju istu vrednost faktora +1, jer u
suprotnom linearna kombinacija dva stanja ne bi bila dozvoljeno tj. fizicko
stanje. Promena znaka talasne funkcije vezana za celobrojost spina. Kod
Cestica celobrojnog spina, bozona, Py ¥, = Wy, a kod fermiona odnosno
cestica polucelog spina vazi Py ¥y = —W¥;. Ovo svojstvo je u kvantnoj
mehanici fenomenoloska osobina, a zapravo je posledica specijalne teorije
relativnosti i moze se izvesti u kvantnoj teoriji polja.

Dakle, princip nerazli¢ivosti kaze da sva stanja sistema vise identi¢nih
Cestica pripadaju jednom (istom) od dva svojstvena potprostora operatora
Py, §to matematicki znac¢i da se tenzorski proizvod jednocesti¢nih pros-
tora [[oH projektuje na jedan od svoja dva potprostora koji opisuju
fizicki dozvoljena stanja. Relativno jednostavno se definiSu projektori na
ove potprostore, odnosno operatori koji simetrizuju ili antisimetrizuju ta-
lasnu funkciju: oni su dati su izrazima

1 1
S=15 d P, A= > (=1rP. (5.212)
P P



156 GLAVA 5. SIMETRIJE

S'i A medjusobno ortogonalni projektori sto se lako moze pokazati koriséenjem
¢injenice da je parnost proizvoda permutacija, zbir proizvod njihovih parnosti,

/!

P"=PP = (1) = (-1)Pt, (5.213)

kao i da permutacije ¢ine grupu.

Proanalizirajmo uvedene pojmove u najjednostavnijem sluc¢aju dve Cestice
koje su u stanjima 1 i . Ako su Cestice razliGite, stanje kompozitnog sis-
tema moze biti opisano talasnom funkcijom W (7, 7) = ¥(71)p(72); medju-
tim ako su Cestice identi¢ne, W nije fizicko stanje jer se menja pri delovanju
operatora izmene,

Pra W(7,72) = P2 p(71)p(72) = ¥(7)p(71). (5.214)

Zapravo, zavisno od toga da li su ¢estice bozoni ili fermioni imamo dve
mogucnosti da opisemo ovaj sistem

Uy (7, ) — ;5 ($(F) o (7) + B(F2)x(7)), (5.215)
ili )
W71, 72) = —= ((71) () — (F2)x(71)). (5.216)

Konstanta normiranja je 1/v/2 kada su funkcije 1 i ¢ medjusobno ortog-
onalne. Gornji izrazi mogu se dobiti iz pocetne talasne funkcije W(7,7%)
delovanjem operatora simetrizacije S odnosno antisimetrizacije A:

1 1
S = §(I+ P12), A= E(I - P12)' (5'217)

Lako se vidi se da se u opstem slucaju fermionska talasna funkcija, posto
je antisimetri¢na, moze napisati kao determinanta (Slater-ova determinanta)

o, L w%ﬁ) bol2) .. 1/’2_(.4'N) , (5.218)

Isto tako jasno je da, ako su dva od stanja 1, ..., ¥y ista, fermionska
talasna funkcija je identicki jednaka nuli. Ovo se naziva Pauli-jev princip
iskljucenja: dva identi¢na fermiona ne mogu biti u istom kvantnom stanju.

Fizicki efekti principa nerazli¢ivosti brojni i vazni. U nekim slucajevima
Cisto kinematicki efekti simetrizacije ili antisimetrizacije talasne funkcije
mogu se interpretirati kao dinamika: tada govorimo o izmenskoj interak-
cii. Kao prvi primer izmenske interakcije razmotri¢emo stanja dve cestice
bez spina. Uzmimo da su, zbog jednostavnosti, ¢estice u stanjima opisanim
talasnim funkcijama v i ¢ koje su medjusobno ortogonalne, normirane i,



5.10. IDENTICNE CESTICE 157

na primer parne. Izra¢unajmo verovatnoéu da su obe cestice lokalizovane
u potprostoru z > 0. Ako su Cestice razli¢ite, videli smo, njihova talasna
funkcija je

(1, 72) = P(71) p(2), (5.219)

pa je trazena verovatnoca

1 1 1
[ wpaviav= [ ppan [ a5 -
21>0 J z2>0 21>0 22>0

zbog osobine parnosti talasnih funkcija. Ako su ¢estice bozoni, njihova ta-
lasna funkcija je

Uy (71, 72) = —= (V(F1)@(72) + ©(F1) Y (7). (5.220)

Zato se za trazenu verovatnoc¢u dobija

/ / |Wp|2 dVy dV = L S*8S, (5.221)
21>0 J z9>0 4

gde je S integral izmene,

s= [ w@emav (5.222)
z>0
Lako se vidi da je u slucaju fermionske talasne funkcije
Lo 1 N e N
Wy (71, 72) = —= (V(71)e(72) — 9(71)P(2)) (5.223)

rezultat % — §*S. Znaci dobili smo verovatnoca da se dva identi¢na bozona
odnosno cCestice koje imaju simetricnu talasnu funkciju lokalizuju u istom
delu prostora veca je nego kada su Cestice razli¢ite; u slucaju antisimetri¢ne
talasne funkcije, verovatnoca je manja: kao da se bozoni efektivno privlace
a fermioni efektivno odbijaju. Razume se, ovo nije posledica nikakve realne
interakcije ni interakcionog hamiltonijana: efekat je ¢isto kinematicki. Iz
formula koje smo dobili mozemo i da zaklju¢imo da su efekti simetrizacije
i antisimetrizacije talasne funkcije prakti¢no zanemarljivi ako je integral
preklapanja mali, na primer ako su ¢estice veoma daleko: tada se postulat
o identi¢nim Cesticama za veéinu prakti¢nih ra¢una moze zanemariti.

Kao drugi primer izmenske interakcije naveséemo sistem dva elektrona.
Ako su elektroni van magnetnog polja i kreéu se nerelativisticki, odgo-
varaju¢i hamiltonijan i Schrédinger-ova jednacina ne zavise od spina pa su
svojstvene funkcije energije proizvodi spinske i orbitne talasne funkcije,

(7, s1; 72, s2) = x(81, 52) ¥ (71, T2). (5.224)
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Operator izmene deluje nezavisno na y i ¥ pa svaka od ovih funkcija mora
biti svojstvena za Pj3. PoSto su u pitanju dva elektrona, to znac¢i da ako
je spinska funkcija antisimetri¢na, orbitna je simetri¢na i obrnuto. Najnize
svojstvene funkcije energije su oblika

Vs(71,72) ® |8 = 0,ms = 0), (5.225)
Vo1, 7o) @ |s = 1,mg = 0, £1) (5.226)

gde su v, i 1, simetricna i antisimetri¢na funkcija, jer je spinsko stanje
|s = 0,ms = 0) antisimetri¢no a stanja |s = 1,ms) su simetri¢cna. Tako
da mada spin ne figuriSe eksplicitno u hamiltonijanu, vrednosti energije od
njega zavise posredno, preko antisimetrizacije ukupne talasne funkcije. Na
osnovu ovih zakljuéaka mozemo da analiziramo svojstvena stanja atoma
helijuma, koji ima dva elektrona. Pretpostavljajuci da je jezgro nepokretno,
njegov hamiltonijan je

_ P P} Zer  Ze? e?

2m  2m 1 T9

(5.227)

gde je Z = 2. Ako u prvoj aproksimaciji zanemarimo elektrostaticku inter-
akciju elektrona, vidimo da je hamiltonijan zbir dva nezavisna hamiltonijana
za elektrone u vodoniku-slicnom atomu ¢ija svojstvena stanja mozemo da
oznac¢imo sa |nlm) ® |ms). Na osnovu prethodne diskusije o identi¢nim elek-
tronima dobijamo da je osnovno stanje nedegenerisano, opisano talasnom
funkcijom

|100); ® [100)2 ® |s = 0, ms = 0), (5.228)

jer se prostorni deo talasne funkcije moze samo simetrizovati, posto su os-
novna stanja identi¢na. Ima 16 stanja koja odgovaraju, aproksimativno
gledano, sledeé¢em, prvom pobudjenom nivou energije; to su

1
G (|100>1 ® |20m)s + [2Im)1 ® |100>2> ® |s = 0,m, = 0),
1

V2

Stanja helijuma u kojima je ukupni elektronski spin s = 0 nazivaju se para-
helijum, a ona sa s = 1, ortohelijum. Urac¢unavanjem dodatne potencijalne
energije interakcije dva elektrona Vi, na primer perturbativnim ra¢unom,
dobija se da stanja ortohelijuma imaju nizu energiju od stanja parahelijuma,
pa je prvi pobudjeni nivo zapravo razdvojen na cetiri.

Istorijski prva i izuzetno vazna primena Pauli-jevog principa bilo je ob-
jasnjenje periodnog sistema elemenata. Videli smo da stanja elektrona u
Coulomb-ovom polju jezgra zavise od kvantnih brojeva |nlm;ms) a energija,
posto je potencijal oblika 1/r, zavisi samo od n. Degeneracija po energiji je

(|100>1 ® |2lm)s — |2lm) ® |100>2) ®|s = 1,mys = 0, £1).
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prema tome 2n?, a stanja, po rastuéoj vrednosti energije u vodoniku sli¢nim
atomima obelezavmo kao

1s

2s 2p

3s 3p 3d

4s 4p 4d 4f

U najgrubljim crtama, ova Sema energetskih nivoa i Pauli-jev princip objas-
njavaju periodni sistem elemenata. Posto su elektroni fermioni, dva elek-
trona ne mogu da budu u istom stanju pa se pri “gradjenju” atoma sve viseg
atomskog broja redom popunjavaju visi energetski nivoi. Energetski napo-
voljnije konfiguracije odnosno najstabilniji su atomi koji imaju popunjene
cele ljuske, tj. sva stanja za fiksiran vrednost energije E,. Sa druge strane,
hemijske osobine atoma opisane su u najveéoj meri stanjima elektrona naj-
viSe energije koji su po pravilu “spolja”’, tj. imaju najveée ocekivane vred-
nosti radijusa (r) i najmanje energije vezivanja, i zbog toga oni dominantno
interaguju sa drugim atomima ili jonima.

Zmaci, vrednosti n definiSu periode u periodnom sistemu. U prvoj pe-
riodi su vodonik i helijum. Osim He, elementi koji imaju popunjene ljuske
su ostali inertni gasovi: Ne, Ar, Kr, Xe. FElementi koji imaju po 1 ili 2
elektrona viska u odnosu na popunjene ljuske su metali jer lako “gube”
elektrone. Prvu grupu u periodnom sistemu ¢ine alkalni metali, Li, Na,
K, Rb, Cs, a drugu, alkalne zemlje, Be, Mg, Ca, Str itd. Elementi koji
imaju manjak od 1 elektrona takodje su veoma reaktivni ali nemetali — to
su halogeni elementi, F, Cl, Br, L.

Iz malo detaljnijeg pregleda trece periode vidimo da pravi redosled stanja
energije u atomima nije isti kao onaj dat gore za vodonikov atom. U
viSeelektronskom atomu osim interakcije sa jezgrom elektroni interaguju i
medjusobno, i to elektronsko odbijanje nije zanemarljivo. U najjednostavni-
joj, jednocesti¢noj (Hartree-jevoj) aproksimaciji ono se moze predstaviti kao
efektivni ekranirajuéi elektrostaticki potencijal koji je zbirni potencijal jez-
gra i “oblaka” svih ostalih elektrona. Mozemo uzeti Yukawa-in potencijal

Ze Z(r)e

U’(r):—Te_O‘T, ili U'(r) = — P (5.229)

gde se efektivno naelektrisanje modeluje na neki na¢in uz na primer uslove
Z(r) — 1 zamalori Z(r) - Z —1 za veliko r. U slu¢aju nekulonovskih
potencijala degeneracija energije po [ se uklanja i dobijamo slede¢i redosled
stanja po energiji,

1s
25 2p
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3s 3p

4s 3d 4p

5s 4d 5p

6s 4f bd 6p
7s 5f Tp 6d

Posle nobelijuma koji ima Z = 102 jezgra usled odbijajué¢e Coulomb-ove
interakcije protona postaju nestabilna pa tih elemenata nema u prirodi. In-
teresantno je jos zapaziti polozaj 4f i 5f stanja, koja imaju male “poluprec-
nike orbita” odnosno o¢ekivane vrednosti (r) su im manje od odgovarajuéih
vrednosti za 6s i 7s stanja. Posto su svi f-elektroni unutra, popunjavanje
ovih stanja skoro uopste ne menja hemijske osobine pa su svih 14 elemenata
od od La (Z = 57) do Yb (Z = 70), lantanidi, vrlo slicni. Analogno je sa
aktinidima, elementima od Ac (Z = 89) do No (Z = 102).

Model ljuski daje, u nekoj meri, i objasnjenje stabilnosti jezgara. Kada
se posmatraju nuklearni raspadi vidi se da postoje jezgra koja su posebno
stabilna, tzv magicna jezgra: He?, 06, Call. Odgovarajuéi brojevi pro-
tona, 2, 8, 20, 28, 50, nazivaju se magi¢ni brojevi. Objasnjenje stabilnosti
magicénih jezgara je slicno objasnjenju stabilnosti inertnih gasova: ova jez-
gra imaju popunjene ljuske. Medjutim, za razliku od cestica koje ¢ine atom,
unutar jezgra nemamo masivni centar i lake elektrone: svi nukleoni su pri-
blizno iste mase. Zato, ako usrednjenu interakciju svih nukleona prikazemo
u Hartree-jevoj aproksimaciji kao jednocesti¢ni potencijal U(r), za mala
medjusobna rastojanja imamo priblizno

1
U(r)=Us+ B mpw?r?. (5.230)

Naravno potencijal u principu zavisi i od drugih parametara, spina, izospina
itd. Prva tri energetska nivoa trodimenzionog izotropnog harmonijskog os-

cilatora imaju, kad se ukljuce dve moguée vrednosti spina, degeneracije 2,
6, 12, a redosled nivoa energije je u spektroskopskim oznakama

1s
25 2p
3s 3p 3d

Prva popunjena ljuska ima 2 stanja, druga 8, trec¢a 20 stanja, i to objasnjava
prva tri magi¢na broja. Za razumevanje stabilnosti ostalih magi¢nih jezgara
potrebno je detaljnije poznavati i analizirati druge interakcije izmedju nuk-
leona u jezgru.
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5.11 DODATAK

5.11.1 TEORIJA GRUPA

Transformacije prostora uvek imaju matematicku strukturu grupe: grupu
¢emo oznacCavati sa G a njene elemente sa g; ili g,. Ova struktura ima
osobine koje intuitivno ocekujemo od “prelaza” iz jednog i drugi koordinatni
ili inercijalni sistem, naime:

1) primena dve uzastopne transformacije moze se prikazati kao treca, ekvi-
valentna transformacija (tehnicki, zatvorenost grupnog mnozenja: za svako
91,92 € G, postoji g3 = g192 € G). Uzastopnu primenu transformacija g; i
g2 piSemo kao mnozenje, g1 ¢go.

2) u grupi postoji identi¢na transformacija koja ne menja koordinatni sistem
(jedini¢éni element koji éemo oznacavati sa 1ili I: zasvako g € G, Ig = gl =
9)

3) svaka transformacija ima inverznu kojom se mozemo vratiti u pocetni
koordinatni sistem (za svako g € G postoji gt € G, g9t =g lg=1)

4) asocijativnost: pri mnozenju, transformacije se mogu proizvoljno grupisati
po dve, odnosno vazi ¢1(g293) = (9192)93-

Redosled mnozenja u grupi je u principu bitan odnosno mnozenje ne
mora da bude komutativno, gigs # g291. Sa druge strane, pretpostavka
asocijativnosti znac¢i da se elementi grupe mogu prikazati kao matrice ili
kao operatori. Broj elemenata moze biti konacan ali i beskonac¢an: u fizici
je veoma vazan slucaj kad elementi grupe pripadaju nekoj mnogostrukosti,
odnosno kada se mogu parametrizovati realnim brojevima a;, 1 = 1,2,...,n
koji uzimaju vrednosti u nekom delu prostora R". Preciznije, za grupu
se kaze da je Lie-jeva ako je oblast promene parametara analiticka mno-
gostrukost, a preslikavanja gigs — g3 i g — ¢~ ! analiticka preslikavanja.
Za Lie-jeve grupe vazi da se njihovi elementi mogu prikazati u eksponenci-
jalnom obliku

go = e 12T (5.231)
T; su generatori grupe. Generatori opisuju dejstvo transformacija bliskih
identicnoj (elemente grupe u okolini jedinice), jer za infinitezimalne vred-
nosti parametara mozemo pisati

ga=1-> aT;, (5.232)
zadrzavajuéi se na prva dva ¢lana u razvoju eksponenta u Taylor-ov red.
Drugim rec¢ima,

0
Ty =i < g“) . (5.233)
aai a; =0
Generatori grupe ¢ine Lie-jevu algebru. Osnovna relacija u algebri
T3, Ty =Y if*ii T, (5.234)

k
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odnosno vrednosti strukturnih konstanti fkij slede iz zakona mnozZenja u
grupi.

5.11.2 CARTAN-WEYL-0OV BAZIS

ili standardna forma poluprostih Lie-jevih algebri.

Rang r Lie-jeve algebre je je dimenzija njene maksimalne Abelove po-
dalgebre; odgovarajuci generatori se oznacavaju sa H;, t = 1,...r. Komuta-
cione relacije izmedju generatora mogu da se napisu u standardnoj formi

[H;, Hy] = 0,

[H;E.] = a;Ea, (5.235)
[Eu, Eg) = NagEars, a+f#0

(Ew, E_o] = i H;. (5.236)

5.12 ZADACI

1. Pokazati da 4x4 matrice oblika kao u jednacini (5.28) ¢ine grupu i nadi
zakon mnozenja.
2. Pokazati da u impulsnoj reprezentaciji parnost deluje kao

I (p) = P(—p). (5.237)

(Podje se od (p|II|¢)) i transformise, koristeéi (p| — x) = (—p|z).)

3. Ako je potencijalna energija u 1d parna funkcija, svojstvene funkcije
vezanih stanja su ili parne ili neparne; objasniti

4. Odrediti parnost sfernog harmonika Y;™. Prethodno, odrediti kako se
pri operaciji inverzije prostora ¥ — —7 transformisu sferne koordinate r, 6,
®.

(To je ovako: r —r, 0 — 7w — 0, ¢ — 7+ ¢ tako da

»(r,0,0) — P(r,m— 60,7+ @), (5.238)

emE s (—1)mEmP, P(cos) — Pi"(—cos6) = (—1) M) P (6ca)
Y0, 0) = Y™ (m = 0,7+ ¢) = (=1)'Y"(6, ). (5.240)
5. Probati, reSavanjem jednacina
MMxIl = —x, IpIl = —p (5.241)
da se odredi operator parnosti II. Hint: dobar anzac je oblika

U Yo, B) = eM, M = a(z* + 3*p?) (5.242)
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(pokazuje se da je
U~taU = cos(2ha3) x + sin(2ha3) Bp (5.243)
tako da za 2haf3 = 7 dobijamo parnost. Ova reprezentacija je dvoznacna,

U? # I mada je U unitaran. Ako uzmemo

mwTm

o 2
o= P

™

- 2mhw

(5.244)

vidimo da je _
U™t =enct! (5.245)

gde je H hamiltonijan harmonijskog oscilatora. Na elemente HO bazisa
U2n) = e 27(42) = ), Utn) = |n) (5.246)

pa je zato U* = I za sva stanja.)
6. Pokazati da je hamiltonijan izolovanog sistema n interagujucih cestica

2
Z p; Z _—

invarijantan na translacije, tj. pokazati da se ukupni impuls ovog sistema
odrzava.

7. Po analogiji sa izvodjenjem IR za grupu rotacija SO(3) izvesti do-
biti ireducibilne reprezentacije za SO(2, 1), rotacije trodimenzionog prostora
Minkowskog koje odrzavaju normu vektora z,z" = (21)% + (22)? — (z3)2.
Osnovne komutacione relacije u ovoj grupi su

[My, My] = —iM3, [My, M3] =iMy, [Msz, My] = iMy (5.248)
ili ako definiSemo
My =iMy F My,  M? = (M)? + (My)? — (M3)? (5.249)

relacije su
[Ms, My] = +My, (M, M_] =2Ms (5.250)

8. Diskusija iz uvoda u Sakurai - snop elektrona prolazi kroz dva SG
aparata (s, i sy); kroz tri SG aparata (s, sy, s, ): izracunati verovatnoce

9. Odrediti operator koji reprezentuje rotaciju za ugao a oko ose 7 u
spinskom prostoru, e~ "%, Koja matrica odgovara rotaciji za 27? za 4n?

10. Schwinger-ova reprezentacija ugaonog momenta: Imamo dva para
operatora kreacije i anihilacije a;, 1 = 1,2

[a’ia CL;] = 51']'7 [aia aj] = 07 [afagger, a-ﬁ = 0. (5251)
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Pomocu a; mogu se definisati sledeé¢i operatori

Ni = aial, Ny = a%ag, N = N; + No, (5.252)
kao i
Dt — hat _pot
J, (aja1 — asaz), J4+ = hajas, J_ = haj ay. (5.253)

2

Pokazati da operatori J; zadovoljavaju algebru ugaonog momenta, kao i da
vazi N N
J? = 5 (5 12 (5.254)

Ako svojstvena stanja operatora N; definiSemo na uobic¢ajeni nacin,
allnd) = Vi + 1 ni+1),  ailng) = /g ni — 1) (5.255)

mozemo da identifikujemo

. . ni+n ny—mn
gom) = |n1ing) = [m) ® ng), =g m= o (5.256)

11. Nadi relativne §irine raspada A — 7m + N, odnosno

AT -7 +n, A® — 70 4 n, A — 77 4 p,

AT =1t 4n, At = 7% 4 p, ATT St 4.



GLAVA 6

KOVARIJANTNOST
SCHRODINGER-OVE JEDNACINE

Kovarijantnost fizickog zakona ili jednacine zna¢i da jednacina izgleda isto
u razli¢itim referentnim sistemima, odnosno da postoji transformacija koja
svako reSenje dobijeno u jednom sistemu reference jednoznacno preslikava
u odgovarajuée reSenje u drugom sistemu reference. Grupa takvih trans-
formacija predstavlja grupu simetrije fizickog zakona. Da bismo dokazali
kovarijantnost neke jednacine dovoljno je da odredimo reprezentaciju (ili
pokazemo da postoji) po kojoj se fizicke velic¢ine koje figurisu u jednacini
transformisu: u kvantnoj mehanici to je pre svega talasna funkcija. Prema
tome, nalazenjem operatora translacija, rotacija i parnosti mi smo u prethod-
noj glavi pokazali da je Schrédinger-ova jednacina kovarijantna na ove trans-
formacije. Da preciziramo ovaj iskaz, oznac¢imo pomenute transformacije sa
g, a njihovu kvantnomehanicku reprezentaciju sa U(g):

g: Tt g7t U(g) : |¥) — [¥'). (6.1)

U polaznom koordinatnom sistemu Schrédinger-ova jednacina glasi

, O|¥)
h——=HI|V 2
i = ), (62)
a u transformisanom,
L O
= H'|¥"). :
in 2o = 1) (6.3)

Ove dve jednacine su ekvivalentne jer se druga dobija iz prve mnozenjem sa
U(g) (koji je unitaran, i prema tome nesingularan), pri ¢emu se koristi da je

UH|V)=UHU'U|¥) = H'|V). (6.4)

U narednim poglavljima analizira¢emo kovarijantnost Schrédinger-ove jedna-
¢ine na inverziju vremena, Galilei-jeve transformacije i gradijentne transfor-
macije elektrodinamike.

165
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6.1 GALILEI-JEVE TRANSFORMACIJE

Pre nego sto predjemo na specijalne Galilei-jeve transformacije odredi¢emo
kako se realizuju druge dve vrste transformacija koje sadrze vreme. Prva je
translacija vremena,

!/

F— 7 =7 t—t =t+b. (6.5)
Ako zakon transformacije (5.29) po kome se talasna funkcija transformise
kao skalarno polje uopstimo i na vremensku koordinatu,

(7, t') = U(F,t), (6.6)
i vremensku translaciju ozna¢imo sa U(b) = e~*™ | dobijamo
Ub)U(7,t) = U'(Ft) = U(7,t — b) = en 1P U(F, 1). (6.7)
Generator vremenske translacije 7 proporcionalan je hamiltonijanu,
hr = —H. (6.8)

Ovaj generator nije kinematicka veli¢ina ve¢ zavisi od konkretnog sistema t;.
od njegovog hamiltonijana: translacija u vremenu je evolucija sistema. Ovaj
rezultat dalje, upucuje na analogiju vremenske i prostornih koordinata ¢ i
7, odnosno E i p, koja Ce se realizovati u relativistickoj kvantnoj mehanici
kao Lorentz-ova kovarijantnost: sve cetiri komponente c¢etvoroimpulsa p,,
reprezentovane su, u koordinatnoj reprezentaciji, sa i0,, (pri cemu je uzeto
da je signatura metrike Minkowskog (1,-1,-1,-1)).
Vremenska inverzija definiSe se sa

!/

F— 7 =7 t—t = —t. (6.9)
Relativno jednostavno se vidi da odgovarajuca kvantnomehanicka transfor-
macija T' ne moze da bude unitarni operator: ako bi bila unitarna i zado-
voljavala, za recimo z-komponentu,

¢ =T"'aT =z, p=T"'p, T =—p, (6.10)

kao u klasi¢noj mehanici, ra¢unajué¢i kanonski komutator dobili bismo kon-
tradikciju:
[T 12T, T 1p, T) = —ih
[, p] = ’ (6.11)

Tz, p )T =T Yh T =ih .
Odavde vidimo da, ako bi T bio antiunitaran odnosno kompleksno konju-
govao ¢ u poslednjem koraku, komutator bi bio u redu. Vremenska inverzija
reprezentuje se sa

U (7, t) = U (7 1), (6.12)
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odnosno
TV (7, t) = \I/’(F,t) = U* (7, —t). (6.13)

Lako se vidi da je Schrédinger-ova jednacina

oV (7, 1)

L QU
RAT

= HU(7 1) (6.14)

kovarijantna na ovu transformaciju, odnosno ekvivalentna sa

OV (7t
Imamo
o/ (7. U* (7.t
ihM——‘hM:H\I/*(F,t):H\P/(fl,t') (6.16)

o T o

ako je H hermitski operator odnosno realna funkcija, sto je slu¢aj u odsustvu
magnetnog polja odnosno kada je A =0: onda, H' = H. Ranije smo komen-
tarisali da se disipacija moze formalno ukljuéiti u Schrédinger-ovu jedna¢inu
uvodjenjem kompleksnog potencijala: jasno je da u tom sluc¢aju inverzija
vremena nije, i ne treba da bude, simetrija Schrodinger-ove jednacine.

U Galilei-jevu grupu osim rotacija i translacija spadaju specijalne Galilei-
jeve transformacije ili, kako ih zovemo u relativistickom slucaju, bustovi.
Bustovi opisuju transformaciju iz inercijalnog sistema koji miruje u drugi
inercijalni sistem koji se kreée konstantnom brzinom . Mi ¢emo se ovde
zadrzati na bustovima u jednoj dimenziji: uopsStenje na tri dimenzije je
pravolinijsko. Specijalne Galilei-jeve transformacije su

r— 1 =x—t, t—t =t p—p =p—mo. (6.17)

Ispostavlja se da, da bi se ova transformacija realizovala u kvantnoj mehanici,
zakon transformacije talasne funkcije mora da se uopsti: pretpostavi¢emo da
on sadrzi dodatni fazni faktor odnosno da imamo projektivnu reprezentaciju,!

V(2 1) = @D (z, ). (6.18)
Kovarijantnost znaci da, ako je W reSenje Schrodinger-ove jednacine

2 92
Z,ha\ll(:n,t): h* 0%V (z,t)

e = o e+ V(@) Wat), (6.19)

onda je ¥’ resenje od
LoV () R 9P ()

— ! ! ‘Il/ / !/ . '2
ih —a T + V(2" v'(2', 1) (6.20)

1J. Lévy-Leblond, Commun. Math. Phys. 6 (1967) 286
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Vidi se da ¢e principu transformacija zavisiti od oblika potencijala V', odnosno
od hamiltonijana H: to nije neobi¢no posto se radi o transformaciji koja
zavisi od vremena. Problem nije jednostavniji ni ako trazimo operatorski
ekvivalent transformacije (6.17), jer zbog eksplicitne zavisnosti busta U (v)
od vremena te jednacine treba da se reSavaju u Heisenberg-ovoj slici,

U tw)xgU(v) = xg — vt, U () prU(v) = pg — mw, (6.21)

pa opet imamo eksplicitnu zavisnost od hamiltonijana. Zato ¢emo da se
zadrzimo samo na najjednostavnijem sluc¢aju slobodne cestice, V = 0. Iz

(6.17) imamo
g 0 0 o 0
o0 "o Yo ow o
Zamenjujuéi ove izraze i pretpostavljeni oblik transformacije (6.18) u Schro-
dinger-ovu jednacinu (6.20), dobijamo

(6.22)

Of o Of ov _ih ¢ 0fs of 0¥ 0*f
TR i 2m< (o) Y250 or Vg v). (6.23)

Posto je W(x,t) proizvoljna funkcija, poslednja jednakost nam daje uslove
na fazni faktor f(z,t):

of _ mv 8f_mv2

A = = ) .24
Ox h’ ot 2h (6.24)
Resenje ovih jednacina je
2
mu mu

Proveri¢emo jos zakon mnozenja, odnosno kompoziciju dva busta. Imamo
(2, t) = @) §(g 4ot 1) = e~ i Ty moie) (g 4oy p),
U (2, 1) = ek (mUarty muie) gl (g g p),

pa je zato

\IJ”(QZ, t) = 6_% (m(v1+v2)z+% m(vl+v2)23:) ‘I/(x + (v1 + v2)t, t), (6.26)

6.2 FAZNE TRANSFORMACIJE

Na kraju, dokazimo kovarijantnost Schrodinger-ove jednacine pri gradijen-
tnim transformacijama elektromagnetnih potencijala. Mi smo zapravo ovu
osobinu ve¢ koristili pri reSavanju kretanja elektrona u Coulomb-ovom i mag-
netnim poljima, jer smo u svakom od tih problema izabrali odredjeni gejdz
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za potencijale pretpostavljajuéi da je to na neki na¢in “u redu”: sada ¢emo
kovarijantnost i da eksplicitno pokazemo.

Elektriéno i magnetno polje mogu se, u skladu sa Maxwell-ovim jedna-
¢inama, preko elektromagnetnih potencijala mogu izraziti kao
E=—grad® — %%, B =rot A. (6.27)
Medjutim posto su polja izvodi potencijala, postoji nejednoznaénost odnosno
sloboda u izboru ® i A: pri transformacijama

/ 8X 1T Vi 1T

<I>—><I>:<I>—|—E, A— A =A—cgrady, (6.28)
polja Ei B se ne menjaju; X (7, t) moze biti proizvoljna funkcija. Ove trans-
formacije zovu se gradijentne, ili gejdz transformacije. Klasi¢ne jednacine
kretanja, kako za elektromagnetno polje tako i za naelektrisanu cCesticu,
ne menjaju se pri (6.28) i zato ove transformacije predstavljaju simetriju
klasi¢ne teorije. Vidi se dalje da je simetrija unutrasnja, jer se pri njoj
ne menjaju koordinate 7, t. Medjutim, za razliku od izospina, funkcija
x(7,t) koja definiSe transformacije simetrije zavisi od koordinata i vremena
pa kazemo da je simetrija lokalna.

Zmnaci, pitanje je da li gradijentne transformacije predstavljaju simetriju
Schrédinger-ove jednacine, odnosno da li u kvantnoj mehanici mozemo slo-
bodno da fiksiramo gejdz uslov. Drugim re¢ima da li se za transformaciju
(6.28) moze definisati preslikavanje ¥ — ¥’  takvo da su Schrodinger-ove
jednacine

ov 1 e -
h— = — (5 — —A)2U + edU 6.29
Z 8t 2m (p C ) + e ) ( )
v 1 .
ih (7 — SANY eV (6.30)

Gt:% c

ekvivalentne? Pretpostavimo da ova transformacija talasne funkcije oblika
(7 t) — V(7 t) = e TDW(F 1), (6.31)

Zamenjujuéi ¥’ u (6.30), malo duzim ali pravolinijskim racunom dobijamo
da nepoznata funkcija f(7,t) mora da zadovoljava uslov

af 9 4
—2m(h8—{ + ea%f)qz - (V(hf +ex) - (—ihV — §A+ V(hf + ex))

+ (—ihV — ZE) V(hf + ex))\I’
za proizvoljno W(7,t). Ovo je ocigledno ispunjeno za

f(7t) = ——=x(7,t), (6.32)
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odnosno nova talasna funkcija W'(7, t) dobija se iz stare faznom transforma-
cijom

V(7 1) = e w X0 W (7 1), (6.33)
Lako se moze proveriti da se pri ovoj transformaciji ni gustina ni fluks
verovatnoée (4.91) ne menjaju.

Po svojoj strukturi, grupa simetrije pri gradijentnim transformacijama je
lokalna U (1) grupa. Gradijentne simetrije su osnovni koncept pomocéu koga
se opisuju fundamentalne interakcije medju ¢esticama: grupa koja unifikuje
jaku, slabu i elektromagnetnu interakciju i daje Standardni model fizike
elementarnih Cestica je SU(3) @ SU(2) @ U(1).

6.3 EFEKAT AHARONOVA I BOHM-A

U Schrodinger-ovoj jednacini za kretanje Cestice u elektromagnetnom polju
figurisu eksplicitno elektromagnetni potencijali, a ne elektri¢cno i magnetno
polje kao u jednacinama klasi¢ne mehanike. U klasi¢noj elektrodinamici po-
tencijali se nameéu kao prirodne varijable kroz princip najmanjeg dejstva;
osim toga, pri Lorentz-ovim transformacijama potencijali se transformisu
kao komponente vektora, a polja kao komponente tenzora drugog reda. Med-
jutim ono Sto standardno meri, klasi¢no, su polja. Postavlja se pitanje da li
se elektromagnetni potencijali mogu meriti pomoc¢u nekog kvantnog efekta,
odnosno da li u kvantnoj mehanici imaju opservabilne posledice? Potvrdan
odgovor dali su Aharonov i Bohm 1959, a eksperiment koji je proverio efekat
koji su oni teorijski predvideli je izvréio Chambers 1960. godine.?

U postaveci koju su predlozili Aharonov i Bohm analizira se kretanje
elektrona u spoljasnjosti beskona¢no dugackog solenoida polupreénika a,
normalno na solenoid. Kroz solenoid protic¢e struja: magnetno polje koje
ona indukuje unutar solenoida je konstantno, a izvan njega je nula. Zbog
toga je Lorentz-ova sila koja deluje na elektron van solenoida nula i mag-
netno polje, klasi¢no gledano, ne utice na kretanje elektrona. Razmotri¢emo
ovaj problem u kvantnoj mehanici.

Ako osu solenoida usmerimo duz z-ose, vektorski potencijal koji opisuje
magnetno polje dat je, u cilindrié¢nim koordinatama (p, ¢, 2), sa

B

| G e

A= Ba? (6.34)
% €y, p>a

U navedenom radu Aharonov i Bohm se razmatrali kretanje slobodnih elek-
trona u pe-ravni, odnosno rasejanje na potencijalu (6.34). Taj problem

2Y. Aharonov, D. Bohm, Phys. Rev. 115 (1959) 485, R. G. Chambers, Phys. Rev.
Lett. 5 (1960) 3.



6.3. EFEKAT AHARONOVA I BOHM-A 171

podrazumeva identifikaciju upadnog i izlaznih stanja elektrona pri rasejanju
odnosno detaljnije razmatranje grani¢nih uslova. Teoriju rasejanja ostavili
smo za poslednju glavu ove knjige i zbog toga éemo umesto rasejanja odred-
iti svojstvene energije slobodnih elektrona i pokazati da one zavise od vred-
nosti B iako je magnetno polje u oblasti dostupnoj elektronima jednako nuli.
Pretpostavimo da se elektron kreée u cilindri¢noj supljini p € (a,b) tj. da
imamo lokalizaciju dodatnim potencijalom

0, p € (a,b)
Ulp) = {OO’ b (ah) (6.35)

Ovaj potncijal na talasnu funkciju ¥(p, ¢, z) nameée uslove

w(/% ®, Z) =0 P ¢ (a7 b)a w(% P Z) = ¢(b, P Z) =0 (636)
pod kojima treba da resimo Schrodinger-ovu jednacinu

1 ‘ e a’B _ \2 -

u oblasti p € (a,b). U cilindriénim koordinatama operator nabla dat je
izrazom

0 10 0
V=€ —+é€,——+¢€ — 6.38
ep8p+e¢p8g0+ezaz’ ( )
pa je kovarijantni izvod
o) 1,0  ed®B

—

L 0
+€@;(%—Z 2hc )+€Zaz) (639)

Potencijal koji razmatramo samo menja €,-komponentu nable za konstantu,
pa se laplasijan moze dobiti jednostavnom zamenom

. e - . N
—zﬁV—gA:—zh (epap

0 0 _ea’B
dp Oy 2hc

(6.40)

u izrazu za A u cilindriénim koordinatama (datom u dodatku ¢etvrte glave).
Dakle, Schrodinger-ova jednacina glasi

10, 00, 1 [0 _ea®?B\° 0>  2mE
ey e N (A el : 41
p Op (p 8p) + P> <8g0 " he ) v 022 h? v (6.41)

Posto se u jednacini jedino promenljiva p pojavljuje eksplicitno, partiku-
larna reSenja mogu se birati u obliku proizvoda,

U(p,p,2) = R(r)F(p)Z(2) = R(r) e, (6.42)



172 GLAVA 6. KOVARIJANTNOST

gde je m ceo broj zbog neprekidnosti talasne funkcije u ravni ¢ = 0 tj.
¢ = 2m. Jednacina za preostalu nepoznatu funkciju R(r) je

a2 1d 1 2B\ 2 omE
Rt LdR <m—€a >R+<m —k2>R:0, (6.43)

dp® + p dp  p? 2hc h? z
odnosno
P*R" + pR + (K*p*> —v*)R =0, (6.44)
gde je
ea’B 2mE
=m— k? = — k2 6.45
v m 2hc Y h2 z ( )

Ova jednacina se svodi na Bessel-ovu jedna¢inu uvodjenjem promenljive
x = kp, i za svaku vrednost v ima dva linerno nezavisna resSenja,

R(r) = aJy(kp) + BNy (kp). (6.46)
Treba jo§ da nametnemo granicni uslov
R(a) =0, R(b) = 0. (6.47)

Bessel-ove funkcije u celoj oblasti p € (0,00) imaju beskonaéno mnogo nula,
a asimptotski su proporcionalne sinusu ili kosinusu: neke od njihovih osobina
date su u dodatku sledeée glave. Kada bismo u reSenju koje posmatramo
imali samo jednu od dve linearno nezavisne Bessel-ove funkcije na primer
Jy, granicni uslov bi imao resenje samo u slucaju da je odnos a/b jednak
odnosu neke dve nule funkcije J,. Ovako, on daje kvantovanje energije
odnosno konstante k. 1z

ady(ka) = —BN,(ka),  aJ,(kb) = —BN,(kb) (6.48)

dobijamo jednacinu za dozvoljene vrednosti k,

Jy(ka)  Ny,(ka)
Jy(kb) — N, (kb)

(6.49)

Za fiksirano v imamo disretan skup resenja po k.
ReSenja Schrodinger-ove jednacine za kretanje elektrona u navedenom
potencijalu su

(o, (kp) + BN, (kp))emeeth==, p € (a,b)

0. o (a.b) (6.50)

¢(V7 kz) = {

i imaju energiju

E, .. = — (K> + k2. 51
k. m( +k3) (6.51)
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Konstanta k je resenje grani¢nog uslova (6.49) pa zavisi od v, tj. od B:
znaci, energetski nivoi elektrona zavise od vrednosti magnetnog polja iako
ona nenulta samo unutar solenoida, a jednaka je nuli u celoj oblasti u kojoj
se elektron krece! Talasne funkcije a time i energije ne zavise od B samo u
slucaju

eBa? e

— 2 —
5re = 570 @ B =n, (6.52)

tj. ako je fluks magnetnog polja kroz solenoid kvantovan. Tada Besselove
funkcije koje posmatramo, J, i Ny, imaju celobrojni indeks v = m — n, pa
za meZivel.

6.4 ZADACI

1. Odrediti kako izgleda operator specijalne Galilei-jeve transformacije u
Heisenberg-ovoj slici,

i

Up(v) = e noBH (6.53)

tj. reSiti jednacine
UﬁleUH::cH—vt, UglpHUH:pH—mv (6.54)

uzimajudi da je operatori dati u fiksiranom trenutku vremena, pa je [z, pg] =
ih . Proveriti onda kako operator busta deluje na talasnu funkciju ¥(x,t)
koristeéi relaciju

eA B = eATBt3 [4.B] (6.55)

koja vazi ako je [A, B] =const.
Res: posto transformacija translira i z i py, moze se uzeti da je Uy (v)
element Weyl-ove grupe tj. oblika

e~ #VBH — o~ jv(axm+Bpm) (6.56)

Onda sledi primenom BCH a =m, = —t.
Dalje: ako se vratimo i Schrodinger-ovu sliku i primenimo bust na talasne
funkcije,

Uv) =e 7B = e~ vz thp) (6.57)
imamo _ _ _ ‘ o
e—% muE+7 vtp _ 6_% muk 6% vtp 6_% % (658)
pa je
(@[ (1)) = (2|U(v) [y (1)) (6.59)
i dalje
i P TN i i mo? i i mu?
<:13| e~ h MVEtutp _ o= muz—g t <:13| eh VP e—g(mvx+Tt) <5L‘+U7f|
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2. Naéi komutacione relacije izmedju komponenti kinematickog impulsa
I = p; — %Ai (6.60)

( [0, 10;] = €50 22 By, )

3. Pokazati da su novodefinisane p i ; invarijantne na gejdz transforma-
cije.



GLAVA 7

PRIBLIZNE METODE

Samo za mali broj jednostavnih fizickih sistema Schrédinger-ova jednacina
se moze reSiti egzaktno, te da bi se opisalo ponasanje sistema koji imaju vise
Cestica (viSeelektronski atomi i dalje, molekuli i kristali) ili komplikovanije
medjusobne interakcije razvijaju se priblizne metode. Takva situacija nije
specificna za kvantnu mehaniku: i u klasi¢noj mehanici intuicija se gradi na
poznavanju nekoliko bazi¢nih fizickih sistema, a kretanje kompleksnijih sis-
tema resava se priblizno. Naravno, u onoj meri u kojoj su klasi¢ne i kvantne
jednacine razli¢ite, razli¢iti su i metodi: neki metodi teorije perturbacija
za diferencijalne jednacine su isti, drugi su specificni. Osim analitickih, sa
povecanjem brzine ra¢unara numeric¢ki metodi zauzimaju sve vaznije mesto.
Ali osnovna ideja svakog pribliznog opisa je ista: da se izdvoje najvaznije
fizicke osobine koje karakterisu sistem, a da se ostale osobine prikazu aproksi-
mativno. Zbog toga je detaljno poznavanje analitickih reSenja toliko vazno.

Priblizni metod zavisi od konkretnog problema koji se resava. U kvantnoj
mehanici velika grupa problema vezana je za odredjivanje energija i iden-
tifikaciju spektara, kao i za nalazenje stacionarnih stanja: ovi problemi se
reSavaju stacionarnom teorijom perturbacija, varijacionim ra¢unom i sli¢nim
metodama. Druga grupa vezana je za dinamiku, odnosno za odredjivanje
verovatnoca prelaza, poluvremena raspada, efikasnih preseka itd. — takve
probleme reSavamo vremenski zavisnom perturbacijom, teorijom rasejanja
i sl. U ovoj glavi izveS¢emo nabrojane priblizne metode u njihovoj naj-
osnovnijoj varijanti, i pokazati neke od vaznih fizickih primena; videéemo
sem toga kako se u nekim slucajevima sami metodi modifikuju da bi se
adekvatno opisao trazeni fenomen ili efekat.

7.1 STACIONARNA TEORIJA PERTURBACIJA
U slucaju stacionarne teorije perturbacija zelimo da odredimo energetske
nivoe i svojstvene funkcije fizickog sistema koji je u principu poznat, pri

njegovoj perturbaciji, odnosno maloj promeni. Tipican primer je: kako se

175
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spektar energije atoma ili molekula menja kada se ukljuci spoljasnje elek-
tricno ili magnetno polje. Osnovna (fizicka, matematicka) ideja kod teorije
perturbacija je da sistem i “posle ukljucenja” perturbacije zadrzava svoje
karakteristike kao $to su, na primer, postojanje vezanih stanja ili svojstvene
energije, koje perturbacija samo “malo” menja. Zato ima smisla perturbo-
vani sistem opisivati pojmovima koji se odnose na osnovni, neperturbovani
sistem. “Malo” znagi, fizicki, da su tipi¢ne promene energije koje pertur-
bacija unosi mnogo manje od karakteristicnih energija, npr. razlika energet-
skih nivoa polaznog sistema. Iz gornjeg primera atoma u elektri¢cnom polju
jasno je da dodatna interakcija nije uvek perturbacija: u jakom elektri¢cnom
polju atom se jonizuje, pa opis elektrona i jezgra u terminima vezanih stanja
postaje potpuno neadekvatan, kao i primena metoda teorije perturbacija.
Pretpostavi¢cemo da je hamiltonijan sistema oblika

H=Hy+V, (7.1)

gde je Hyp neperturbovani hamiltonijan ¢ije osobine — spektar i svojstvene
funkcije znamo. V je perturbacija, odnosno potencijalna energija koja je
opisuje; pretpostavljamo da perturbacija ne zavisi od vremena. Da bismo
istakli ¢injenicu da je perturbacija mala, pisatemo u nastavku

H=Hy+ \V, (7.2)

pretpostavljaju¢i da je A < 1 mali parametar. Uvodjenje A je stvar “knji-
govodstva”, nac¢in da lakse vodimo rac¢una o redovima veli¢ina; pravi param-
etar po kome se razvija je odnos energija |V|/|Hp|. Uzimamo, dakle, da je
sistem dominantno opisan hamiltonijanom Hjp, a korekcije zbog prisustva
perturbacije su prvog i viseg reda po A. To znaci da, ako sa E, i |iy,)
oznaCimo svojstvene energije i svojstvene funkcije hamiltonijana H,

H\%) = Enhﬁn)v (7'3)

mozemo da piSemo

E,=EY 4+ EW + 2P 1|
(7.4)
n) = [60) + Ay + 2210P) + .

odnosno da pretpostavimo da se E, i |1,) mogu razviti u red po A. Pri
tome ¢emo svojstveni bazis od Hy oznaciti sa

Ho |9y = EQ 190y = ED) |n) (7.5)

i uzeti da je diskretan i, za pocetak, nedegenerisan. Naravno, (n|m) = dum,.
Koristeéi (7.4), jednacinu (7.3) mozemo da prepisemo kao

(Ho + AV)(|n) + A +...) = (BQ + AED + ) (In) + Ay +...).



7.1. STACIONARNA TEORIJA PERTURBACIJA 177

Ako u ovoj jednacini izjednac¢imo ¢lanove uz iste stepene od A, dobijamo

sistem
Hy|n) = EV|n), (7.6)
Hy [pM) + Vin) = EQ[p) + EV|n), (7.7)

Ho [p0) + VIeRD) = ED [P + EPP ) + EP|n),  (7.8)

Prva od jednacina ovog sistema je, naravno, identi¢na sa (7.5). Sistem se
reSava iterativno: kada se resi jednacina (7.6), dobijene Vrednosti EY [n)

se zamene u jednacinu (7.7), koja se onda resava po E i \1/} > po tzv.
prvim popravkama energije i svojstvenih stanja. Dalje, kada znamo osnovno
stanje i prve popravke, resavanjem jednacine (7.8) dobijamo druge popravke
energije i stanja i tako redom dalje, do potrebne ta¢nosti.

Da bismo resili jednac¢ine (7.7) i (7.8) treba da ih napiSemo u nekom
odredjenom bazisu, a najprirodniji je bazis energije {|k)}. Oznacimo

Wy =S E, @)=Y k), (7.9)
k#n k#n

i tako dalje. Pretpostavili smo da su popravke ortogonalne na nulto stanje
|n). Ispostavlja se, vide¢emo, da popravka duz |n) ne moze da se odredi, a
i nema smisla — u principu stanje na kraju treba da se normira na jedinicu.
U bazisu stanja |k) jednacina (7.7) glasi

Ho ") k) + Viny = EQ S ) k) + EDn), (7.10)

odnosno
S (B — EO)) k) + Vin) = ED|n). (7.11)

Projekcija ove jednacine na pravac |n) daje prvu popravku energije: mno-
zenjem sa (n| dobijamo

EWM = (n|V|n) = V. (7.12)

Ostale projekcije jednagine (7.11) daju prvu popravku talasne funkcije odnosno
. ). .o ..
koeficijente cpy: mnozenjem sa (m| # (n| dobijamo
(EQ — EOY ) 4+ Vi =0 (7.13)

’Vl

gde je Vi = (m|Vn), odnosno

GO £ S (7.14)
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Dobili smo izraze za popravku energije i popravku talasne funkcije u prvom
redu teorije perturbacija. Treba zapaziti da smo, pretpostavljaju¢i da se sve
funkcije mogu razviti po |k), zapravo koristili da je taj skup kompletan tj.
da su energetski nivoi nedegenerisani. Sem toga poslednja jednac¢ina nam a
posteriori daje uslov za primenljivost teorije perturbacija: popravke talasne

(1)

funkcije su male, ¢y, < 1 ako je

Vinn < ELO — EO), (7.15)

m

Sledeéa u nizu jednacina je jednacina (7.8) za kvadratnu popravku:

Ho Y @1k + vy el k) = EOS @ k) + ED S e k) + EP [n).

Kao i malopre, da bismo nasli popravku energije jednacinu mnozimo sa (n.
Dobijamo

EX) = (n]V E c(lk)|k‘> = E _nkThn E — . (7.16)
n n 0 0 0 0
EY - BY EY — EY

MnozZenjem ostalim vektorima, (m| # (n| dobija se druga popravka talasne
funkcije koju ovde neé¢emo eksplicitno pisati. Proces se nastavlja iterativno
sve dok se ne dobije ta¢nost koja odgovara eksperimentalnoj gresci rezultata
koji zelimo teorijski da opiSemo odnosno da objasnimo.

Ostalo je jos da vidimo kako ¢ée se promeniti formula za prvu popravku
energije (7.12) u sluc¢aju kad je energetski nivo |n) degenerisan. Degeneracija
znaci da ima viSe stanja iste energije ET(lo : prebrojimo ih dodatnim kvantnim
brojem v,

Hy |nv) = EO|ny). (7.17)

Kao i ranije, bazis {|nv)} je ortonormiran, (nv|kk) = d,10,.. Jednacina za
popravku energije prvog reda u ovom slucaju glasi

Ho > el k) + Vinw) = ED S ) kk) + ED o), (7.18)
pa mnozenjem svojstvenim vektorom (nu| dobijamo
EW6,, = (nu|V|nw). (7.19)

Poslednja formula znaci da, da bismo odredili prve popravke energije, treba
da dijagonalizujemo perturbaciju V' ali ne kompletnu, nego u potprostoru
fiksiranog n, tj. podmatricu Vj, ... Taj problem je, razume se, mnogo
jednostavniji od dijagonalizacije kompletnog hamiltonijana.

Prvi primer primene teorije perturbacije je Zeeman-ov efekat. Zeeman-
ovim efektom naziva se promena nivoa energije elektrona u slabom magnet-
nom polju: odredi¢emo kako homogeno magnetno polje uti¢e na energetske
nivoe u atomu vodonika. Hamiltonijan elektrona dat je sa

H=Hy+V, (7.20)
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gde je
PP e L B
H0:72m_7’ V =—fi-B=—u.B, (7.21)

ako z-osu usmerimo duz magnetnog polja B. Magnetni moment elektrona
potice od spina i od orbitnog momenta impulsa, pa imamo

V = upB(L; + 2s,). (7.22)

Da bismo odredili prvu popravku energije treba da dijagonalizujemo per-
turbaciju V: medjutim ona je u bazisu stanja |nlmmg) elektrona u atomu
vodonika ve¢ dijagonalna. Zato su popravke, analogno (7.12), ocekivane
vrednosti perturbacije:

EW

nlmmsg

= (nlmmg|V|nl'm'm.) = 81 O/ Omgmy, ke BR(m 4 2m).  (7.23)

Unosenjem u slabo magnetno polje n-ti nivo energije vodonikovog atoma se
“cepa” na vise nivoa. Na primer, osnovno stanje [100 £ %) cepa se na dva,
Cije su energije

B +E) 1 = B 4+ upBh. (7.24)

Prvo pobudjeno stanje n = 2 je osmostruko degenerisano, a moguce vred-

nosti ostalih kvantnih brojeva su [ = 0, m = 0, mg = i%,

—-1,0,1, ms = :t%. Prvi pobudjeni nivo se cepa na pet energetskih nivoa:

il=1m=

EQ 4+ EY = O 4 (0, £upBh, +2u5Bh). (7.25)

2lmms

Il slika: prelaz sa nivoa & slika apsorpcionog spektra‘ Magnetno polje ne

razlikuje sva stanja elektrona odnosno ne uklanja degeneraciju po energiji
potpuno. Posto perturbacija zavisi od vrednosti projekcije ugaonog mo-
menta na pravac magnetnog polja, kvantni broj operatora L, nazvan je,
istorijski “magnetni kvantni broj”, m.

Drugi vazan efekat koji se dobro opisuje teorijom perturbacija je Stark-ov
efekat, odnosno promena energetskih nivoa elektrona u slabom elektri¢nom
polju. Hamiltonijan elektrona u atomu vodonika u homogenom elektri¢énom
polju E dat je sal

= 2
p (& - =
2m r ( )

a posto je polje slabo, potencijalna energija elektricnog dipola elektrona je
perturbacija,
V=-d E=—-elbx, (7.27)

!Linearni Stark-ov efekt za vodonikov atom moze se dobiti i egzaktno, redavanjem
jednacine u parabolickim koordinatama npr. u knjizi H. A. Bethe, E. E. Salpeter, Quan-
tum mechanics of one- and two-electron atoms, Springer, 1957. Dok mi ovde ratunamo
promene u spektrima u magnetnom i elektricnom polju kao primer kako se teorija pertur-
bacija primenjuje i razvija, u navedenoj knjizi se moze naéi detaljna analiza efekata koji
potic¢u od ostalih interakcija u atomu i poredjenje sa eksperimentom.
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ako z-osu orijentiSemo duz polja. Posto elektricno polje ne interaguje sa
spinom, zanemari¢emo u notaciji spinski stepen slobode: tada je osnovno
stanje nedegenerisano. Prva popravka energije osnovnog stanja je

1 _2r
EM = (100[V[100) = —— /// eErcosfe % r2sin 0 drdf dp = 0,
7TCL0

jer je talasna funkcija osnovnog stanja, (rfp|100) = 190 data sa

e . (7.28)
7Ta0

Prema tome, u prvom redu teorije perturbacija energija osnovnog stanja se
ne menja: poSto je prva popravka nula, postaje relevantna druga popravka.
Formula za drugu popravku energije glasi

2
@ _ NVl
EP =Y 50 O (7.29)

i izvedena je za slucaj nedegenerisanog spektra, a ovde su svi nivoi en-
ergije sem osnovnog degenerisani. U kompletnoj formuli u opstem slucaju
se sumira po svim stanjima razli¢itim od onog koje popravljamo, pa imamo

(2) |(100|V |nlm)|?
p® =y L T (7.30)
P O

Matri¢ni elementi perturbacije su
(100| — eEz |nlm) = —eFE /// R Y* 1 cos O Ry Y™ 2 sin O drdf dip.
Posto je Y = 1/V4r, a cosf = \/4r/3Y, mozemo da pisemo

1
(100|z |nlm) = /RE‘)OR,LZ r3dr //\/?;YlO*Y}m sin 0 dOdy

1
= — 100 /R* R,y r3dr. 7.31
\/g 00][1 00 1 ( )

Ovaj poslednji integral nije lako izracunati analiticki, ali dobili smo, u prin-
cipu, rezultat: u formuli (7.30) imamo doprinose od po jednog stanja, [n10),
iz svakog energetskog nivoa. Druga popravka energije osnovnog stanja je
negativna pa se osnovno i prvo pobudjeno stanje “odbijaju”. Naravno, druga
popravka zavisi od kvadrata elektri¢nog polja, E?2.

Izra¢unajmo sada kako se menja prvo pobudjeno stanje. Kao i kod os-
novnog stanja zanemari¢emo spinski stepen slobode, pa ¢emo uzeti da je
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prvo pobudjeno stanje cetvorostruko degenerisano. Oznacimo odgovarajucée
talasne funkcije na sledeéi nacin

1 r __r
200 = —— (1= 5—) ¢ %0 =1
van =~ (1= 3) Iy

1 roo__r
210 = ———= —¢€ 290 cosf = |2
v 4\/27‘(’(18 ap ‘ )

1 __r .

bl = T L e sinf e = |3,4).

8\/7mg ap

Izracunavanjem matricnih elemenata perturbacije, V,, = (u[(—eEz)|v),
w,v=1,2 3,4, dobijamo podmatricu koju treba dijagonalizovati:

(7.32)

oo Mo
SO O M
oo oo
oo oo

Skoro svi matric¢ni elementi zbog simetrije su nula, a nenulti V15 jednak je

el o0 r _r _or
- 1——)—e¢ a0 r3dr = 3eFE 7.33
1243 J, 2ag) ag ¢ 7 dr = 3ebao, (7.33)

& = (Yaoo|V|1210) =
pa dijagonalizacijom (7.32) dobijamo da su popravke energije u prvom redu
teorije perturbacija

B + B = B + (0, +€). (7.34)

Prvi pobudjeni nivo cepa se na tri nivoa, a razlike energije zavise linearno
od polja pa imamo linearni Stark-ov efekat.

Kao poslednji primer stacionarne teorije perturbacija pokaza¢emo kako
se iz nje moze dobiti van der Waals-ova sila koja fenomenoloski opisuje
interakciju izmedju (neutralnih) molekula ili atoma. Razmotrimo kao naj-
jednostavniji primer interakciju dva atoma vodonika koji se nalaze na kon-
stantnom medjusobnom rastojanju R. Kada su jezgra na fiksiranom ras-
tojanju, potencijalna energija interakcije atoma svodi se na potencijalnu
energiju interakcije njihovih elektrona. Pretpostaviéemo da je rastojanje
R dovoljno veliko da ne moramo da uzimamo u obzir izmensku interakciju
izmedju elektrona, kao i da su oba elektrona u osnovnom stanju. Hamiltoni-
jan za ovaj sistem je

2 2 2 2
H=Hy+v=2L, 0 _° _° vy (7.35)

2m  2m  ry o
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gde smo za neperturbovani hamiltonijan uzeli zbir hamiltonijana atoma ¢iji
elektroni imaju koordinate oznacene sa 7, 1 5. Perturbacija je potencijalna
energija interakcije,

e? e? e? e?

V=x+—= — — - = =
R ‘R—i—T’Q—Tl‘ ’R—‘r?“g’ |R—T’1‘

(7.36)

Kada se V priblizno izracuna za velika rastojanja, R > |F|, |r2|, koristeéi
razvoj do drugog reda po parametru a/R < 1 svakog od ¢lanova u formuli
(7.36),

ta 1a 3(]%'6)2) (7.37)

_ 1 R
2 moon-1pp_ L nva la” o
(R4 2R-d+a”) R<1 72 2R2+2 7

u vodec¢em, kvadratnom redu dobija se potencijal dipol-dipol inerakcije,

_ di-dy — 3(dy - 1) (d - 1)

Vv 73

(7.38)

dlg su elektriéni dipolni momenti elektrona, a 77 ort pravca koji spaja atome,
R = R#. Ako z-osu usmerimo duz 7 dobijamo

e2

T1T2 + Y1y2 — 22122). (7.39)
Izracunajmo popravku energije koju unosi ova perturbacija kada su oba
elektrona u osnovnom stanju, [100)1]/100)2. U tom slucaju je, o¢igledno,

(1001 (100]2 V |100)1]100)5 = 0, (7.40)

tj. prva popravka je jednaka nuli. Vodeéi doprinos daje druga popravka
energije: koristeéi formulu (7.29) vidimo da ¢ée, nezavisno od konkretnog
rezultata za integrale po radijalnim funkcijama, ona imati oblik

1
P = Vaaw ~ —5- (7.41)

Ovo je najceSca zavisnost za van der Waals-ov potencijal koja se dobija u
eksperimentu. Jasno je takodje da ¢e rezultat biti drugaciji ako racunamo
interakciju elektrona u pobudjenim stanjima, ili ako su atomi blizu pa treba
uracunati efekte antisimetrizacije talasne funkcije elektrona.

7.2 VARIJACIONI METOD

Varijacioni metod je jedan od aproksimativnih metoda tipi¢nih za kvantnu
mehaniku: koristi se za odredjivanje energije osnovnog (eventualno, prvog
pobudjenog) stanja i koristi se kada u dobroj ili dovoljnoj meri poznajemo
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oblik talasne funkcije. Osnova varijacionog metoda je osobina ocekivanih
vrednosti, ili teorema: ako se za sistem koji je opisan hamiltonijanom H
funkcional energije E[i)] definise sa

H
El] = %'bl @l? (7.42)
za sva fizicka stanja vazi
E[)] > Ey, (7.43)

gde je Ey energija osnovnog stanja. Gornje tvrdjenje svodi se na ¢injenicu
koju smo dokazali u drugoj glavi, da je ocekivana vrednost operatora uvek
veca ili jednaka od njegove minimalne vrednosti.

Ova teorema znaci da bismo, u principu, energiju FEj i odgovarajuée os-
novno stanje ¢y mogli da odredimo variranjem funkcionala energije, odnosno

SE[Y]

K
Ova jednacina ne resava se nista jednostavnije od Schrodinger-ove jednacine.
Medjutim, ukoliko imamo neke fizicke argumente odnosno informaciju o ob-
liku talasne funkcije osnovnog stanja, npr. da se moze aproksimirati famil-
jjom probnih funkcija (o, 3,...) koje zavise od konacnog broja realnih
parametara «,(,..., onda, umesto u skupu svih stanja, energiju mozemo
da variramo u podskupu probnih funkcija. Tada se funkcional E[i] pret-
vara funkciju E(q,f3,...), a varijacioni uslov (7.44) u uslov ekstremuma
funkcije vise promenljivih,

iz uslova

— 0. (7.44)

a—E:O, a—Ezo, (7.45)
foJe} op
Resavanjem jednacine (7.45) dobijaju se vrednosti parametara odnosno tacka
(o, Po, - - - ) za koju je vrednost E(q, [3,...) minimalna; ova vrednost pred-
stavlja, aproksimativno, najnizu vrednost energije sistema. Naravno, ako se
u skupu probnih funkcija nalazi svojstvena funkcija osnovnog stanja, tada
¢emo dobiti pravu energiju osnovnog stanja, E(«g, o, -..) = Fy.

Kao prvi primer primene varijacionog racuna dokaza¢emo jednu od os-
obina jednodimenzionih potencijala koja je ranije bila navedena kao zadatak:
potencijal V(x) za koji vazi

lim V() =0, / V(z)dz <0, (7.46)

ima bar jedno vezano stanje. Ovo tvrdjenje pokaza¢emo tako Sto ¢emo
izracunati energiju na skupu probnih funkcija koje eksponencijalno opadaju,

Yalz) = Vae (7.47)
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U ovim stanjima srednja vrednost kineticke energije je

& 2 —2a|z| h?a?
Srednja vrednost potencijalne energije bi¢e negativna,
(Vo = a/ e 2l () da ~ a/ V(z)dr <0, (7.49)

u slucaju da je parametar a dovoljno mali da se vrednost eksponencijalne
funkcije moze zameniti jedinicom. To znaé¢i da postoji « za koje je

By < E(a) = (T)a + (V)a <0, (7.50)

a poSto su asimptotske vrednosti potencijala nula, minimalna svojstvena
vrednost hamiltonijana Ey odgovara vezanom stanju.

Primenom varijacionog racuna sa velikom ta¢noséu se moze izracunati
energija osnovnog stanja atoma helijuma. Ako se zanemari interakcija izme-
dju elektrona i spin-orbitna interakcija, osnovno stanje je zbog identi¢nosti
elektrona dato sa

[100)1|100)2 |s = 0, ms = 0), (7.51)

gde je |100) svojstvena funkcija osnovnog stanja elektrona u vodoniku sliénom
atomu sa Z = 2. Stanje je spinski singlet. Pretpostavimo da je prostorni
deo talasne funkcije modifikovan, tako da umesto naelektrisanja Z = 2 u
njoj figurise “efektivno naelektrisanje” ( koje je varijacioni parametar:

g L 3 _¢
(71, 7)) = Ae” %0 e w0 rz:%e ag (r1¥72) (7.52)
7Ta0

U poslednjoj jednakosti izra¢unata je i zamenjena konstanta normiranja A,
a ag = h%?/me? je Bohr-ov radijus. Izra¢unavanjem oéekivanih vrednosti
kineticke i potencijalne energije (5.227) za probne funkcije (7.52) dobijamo
2 2
e e 5 e?
(Ty + Ty = @0 ¢, (Vi +VWo) = _QZCTO ¢, (Vig) =< *C (7.53)

Prva dva integrala se rac¢unaju pravolinijski primenom I'-funkcije, a da bi
se izracunao poslednji treba da se primeni razvoj po sfernim harmonicima

(4.114-4.115),

Z Z l+1 2l 1 Y01, 00) Y (02, 02). (7.54)
Integracije po uglovima mogu se uraditi koriséenjem YOO 01,01) =1/ \/E’

/ / sin@ df de Y™ = V4n / / sin 0 df do V" Yy = VAn 810 6mo,  (7.55)
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pa ostaje integral

1626 2
<V12 eC //d d,r,2 a0(1+2)

16e2¢6 [ r1 0o
- _ 62< / d’r‘l ( / dTQ 7“17‘% e ao ( 1+72) + / d?"g T%T‘Q e a0 (T1+T2))
0 0 .

agp 1

Minimalna vrednost energije dobija se za vrednost parametra (y = 27/16,
(o < 2), 1 jednaka je E((y) = —77.5eV, dok je eksperimentalna vrednost
energije osnovnog stanja Eg = —78.9 eV.

Kao poslednju primenu varijacionog racuna analizira¢emo talasnu fun-
kciju i energiju osnovnog stanja elektrona u molekulu vodonika, ili pre-
ciznije u jonu molekula vodonika, Hy. Problem kretanja elektrona u elek-
trostatiCkom potencijalu dva protona koji miruju spada u resive kvantno-
mehanicke probleme i resava se u parabolickim koordinatama. Mi ¢emo ga
analizirati priblizno: metod koji se koristi je uopStena varijanta varijacionog
metoda jer varijacioni parametar R, rastojanje izmedju jezgara, figuriSe i u
hamiltonijanu i u talasnoj funkciji.

Jon molekula vodonika se sastoji iz dva protona koje ¢emo oznagciti sa a
i b, i jednog elektrona. Njegova energija data je sa

7> —2 P
H —
2M 2M (7 Tas ),
) ) ) (7.56)
oL e e e
V(T',T'aﬂ"b) - 715 e = + - = -
7P —Ta|  |F—1  |Ta— 7]

Pretpostavicemo da je kineticka energija protona mnogo manja od energije
elektrona, tako da u prvoj aproksimaciji mozemo smatrati da protoni miruju,
odnosno da se kre¢u mnogo sporije nego elektron. U skladu sa ovom pret-
postavkom uves¢emo, u rac¢unu koji sledi, koordinatni sistem na slede¢i na¢in

7y =0, 7y — 7y = R = Ré.. (7.57)

Pretpostavka o mnogo brzem kretanju elektrona naziva se Born-Oppen-
heimer-ova aproksimacija i formuliSe se precizno kao razdvajanje promen-
ljivih u talasnoj funkciji sistema. Pretpostavljamo da je talasna funkcija
Cestica u molekulu oblika

V(7 7oy T) = (7)) ¢(Ta, Th), (7.58)
gde je talasna funkcija elektrona 1 (7) reSenje Schrodinger-ove jednacine
2

(2 +V)el) = B(R) (), (7.59)
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a potencijalna energija V je izra¢unata pod pretpostavkom da se jezgra ne
kreéu,

(7.60)

Zamenom elektronske talasne funkcije u Schrodinger-ovu jednacinu za molekul

(2o Bbs 2y )y o) = £ S(F0Tt)  (76)
oM " 2M  2m @)= @ ‘

dobijamo jednacinu za talasnu funkciju jezgara

(;53 +ﬁ%+E(R)>¢(F 7)) = € O(Fa, 7h) (7.62)
M oM a’b) — as’b)s .

iz koje vidimo da FE(R) predstavlja efektivni elektrostaticki potencijal u
kome se krec¢u jezgra. Minimum ovog potencijala daje ravnotezno rastojanje
jezgara u molekulu, a razvojem E(R) oko minimuma i reSavanjem jednacine
(7.62) dobijamo wibracioni spektar molekula.

Kao $to smo napomenuli, jednacina (7.59) za elektron moze resiti egza-
ktno: njena svojstvena stanja nazivaju se molekulske orbitale. Kako da, ako
ne poznajemo prava svojstvena stanja, aproksimiramo ove talasne funkcije?
Jedna moguénost je da ih prikazemo kao superpozicije stanja elektrona u
pojedinim atomima;: te talasne funkcije zovu se linearna kombinacija atom-
skih orbitala. Za osnovno stanje elektrona u molekulu pretpostavljamo da
je linearna kombinacija osnovnih stanja elektrona u atomima,

W(7) = atba + Biby = atbo(7 = ) + Bibo (7 — 7), (7.63)
gde je

|7—R|

Yo = Yo(F—Ta) =€ 0,  hp=o(F—7)=¢ w0 . (7.64)

Stanje (7.63) ¢emo normirati kasnije. U principu, jedan od parametara «,
8 bi, sem R, takodje mogao da bude varijacioni parametar, ali ne u ovom
problemu: kod vodonikovog molekula jezgra su identi¢na, tako da izmena
a < btj. 7, < 7, ne menja sistem pa talasnu funkciju (7.63) moze da
promeni samo za fazni faktor. Zato je « = +3: moguce su samo dve talasne
funkcije, simetri¢na i antisimetri¢na:

[F=R|

wi = e_% +e a0 = Q;Z)a + 1/)b. (765)

Kvadrat norme ovih talasnih funkcija dobija se malo duzim racunom u kome
je vazno uociti, kao i pri racunanju ocekivane vrednosti interakcije elektrona
u atomu helijuma, da integral po radijalnoj promenljivoj r treba da se podeli
na dva, r < R i r > R. Rezultat integracije je

(Ylips) = 2mai(1 £ 5), (7.66)
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gde je S proporcionalno integralu preklapanja

|- 2
S = % /d3T6 ag T — 675(1 + C -+ C—) (767)

Tag

kada se uvede bezdimenzioni varijacioni parametar ( = R/ag. Sledeéi korak
je da se izracuna ocekivana vrednost energije. Imamo

(vl f; +Vps) = (7.68)
= [@rwaru(Z - C - ‘fﬁ' + ) (o £ )
- [#rg - - e e
i/d?’rwa (ffn—e:— ywi?\ +i)¢b+(aHb)

= 27ay (Huq + Hap)

jer se smenom T — T — R vidi da su integrali koji se dobijaju zamenom
a < b jednaki. Posle relativnho dugackog racuna dobija se

2
Hyo = —mad (EOO ~ 140 e—2<>, (7.69)
Cagp
e? e?
Hap = =m0 (S (14 Q) e + S(Bo — =), (7.70)
ao Cao
gde je B = —€?/R = —¢?/Cap energija jonizacije. Energije simetriénog i
antisimetri¢nog stanja su
-2¢ 2C2 —C
H,, + H, 2 (L+ Qe :I:(l—?)e
By=-wa=ab g o1& . (7.71)
1£8 ag C
(et g)e—C)

Zavisnost energije od rastojanja izmedju protona R najbolje se
vidi na slici: obe vrednosti Fi imaju asimptotu —FE.. Medjutim, anti-
simetri¢na funkcija nema minimum pa je nevezujuca, a prava ili vezujuca
orbitala je simetri¢na funkcija 4. Minimalna vrednost rastojanja R moze
da se odredi numerickim resavanjem uslova ekstremuma i iznosi Ry =
1.3 - 1071 m, a odgovarajuéa energija je E,(Rg) = —1.76 eV; egzaktno
resenje daje Rmin = 1.06-107'% m i energiju osnovnog stanja Ey = —2.8 eV.
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7.3 VREMENSKI ZAVISNA PERTURBACIJA

Kao §to ime kaze, kod vremenski zavisne perturbacije perturbacija polaznog
hamiltonijana Hy, V(t), u principu zavisi od vremena. To je u stvari tipi¢na
situacija kod svih realnih fizickih sistema: po pravilu sistem ne mozemo u
potpunosti da izolujemo nego samo “najveéim delom”, tako da je on uvek u
interakciji sa okolinom, a ta interakcija nije konstantna u vremenu i nekada
se opisuje i stohasticki. Mi ¢emo pretpostaviti da je funkcija V'(t) poznata.
Dakle, posmatramo sistem

H(t) = Hy+ V(1). (7.72)

Ukupni hamiltonijan zavisi od vremena tako da ovaj sistem nema stacionarna
stanja — sva stanja se menjaju sa vremenom. Medjutim, ako je perturbacija
V' mala, ima smisla da se sistem karakteriSe svojstvenim stanjima osnovnog
hamiltonijana Hy: jedino $to su u prisustvu perturbacije moguéi prelazi iz
jednog u drugo stanje. Zadatak teorije vremenski zavisne perturbacije je da
odredi verovatnoce ovih prelaza.
U slucaju kada hamiltonijan Hg ne zavisi od vremena u Schrodinger-ovoj
jednacini
ihC”\II;t(t» = Hy|Po(t)) (7.73)

vremenska promenljiva moze se razdvojiti od prostornih. Partikularna resenja
su ‘
n(t)) = e"# 5" n), (7.74)

gde su sa |n) obelezena svojstvena stanja hamiltonijana Hy,
Hyp|n) = Ep|n). (7.75)

Pretpostavi¢emo zbog jednostavnosti da je spektar energije nedegenerisan.
Opste resenje |Uy(t)) je linearna kombinacija partikularnih resenja,

[Wo(t)) =Y e k(D)) (7.76)

a koeficijenti ¢j su proizvoljne konstante (koje zadovoljavaju uslov normi-
ranja). Iz relacije (7.74) vidimo da su svojstvena stanja energije stacionarna,
jer se njihova promena u vremenu svodi na promenu faznog faktora dok se
gustina verovatnocée i ocekivane vrednosti ne menjaju. Zato sistem koji
je potpuno izolovan ostaje u osnovnom ili u pobudjenom stanju energije
beskonac¢no dugo.

I za perturbovani hamiltonijan (7.72) stanje |¥(¢)) moze da se razvije
po svojstvenom bazisu neperturbovanog hamiltonijana,

(1)) = ar@)k) = > clt) e H k). (7.77)
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Ova formula je sliéna sa (7.74), samo $to u njoj koeficijenti razvoja ci(t) za-
vise od vremena. Schrodinger-ova jednacina odredjuje kako se ¢ (t) menjaju
sa vremenom: iz

d|U(t
in 2O _ gy 1w (7.79)
sledi
d i i
YD L ek = 3 ey BV ). (7.79
Mnozenjem poslednje relacije sa e%Emt<m] dobijamo sistem jednacina za
koeficijente:
cdem N i pa N et
th—che Rk mG—zcke ¥ Vink (7.80)
k=0 k=0
gde smo uveli
_ Bk —En

(7.81)

Wkm =

h

Sistem (7.80) je tacan. Medjutim, u njemu ima beskona¢no mnogo jedna-
¢ina jer je bazis {|k)} beskonacan: zato ¢emo iskoristiti pretpostavku da je
perturbacija V' mala i sistem resavati priblizno. U vaznom sluc¢aju dva (ili
malog broja) stepena slobode poslednja jedna¢ina moze da se resi i egzaktno.

Zanima nas verovatnoca da, ako se u pocetnom trenutku ¢ = 0 sistem
nalazio u stanju |n), u kasnijem trenutku ¢ on predje u stanje |m). Ta
verovatnoéa je odredjena tezinom |c,,(t)|?, pri éemu poéetni uslov |¥(0)) =
|n) izrazen preko koeficijenata cy(t) znaci

ck(0) = Ok, (7.82)

odnosno u pocetnom trenutku svi koeficijenti u razvoju su nula osim n-tog
koji je jedinica. Kada je V(¢) mala perturbacija koeficijenti se neée mnogo
promeniti: u trenutku ¢ svi ¢g(t), k # n, bi¢e mali odnosno blizu nule, dok
¢e c¢p(t) biti blizu jedinice. Znaéi, u jednacinama (7.80) na desnoj strani
mozemo da aproksimiramo cg(t) = d,x jer su jednacine ve¢ jednacine prvog
reda: sadrze V,,i linearno. Dobijamo

. dep(t)
h
N

= g Wnmly, (7.83)

Pretpostavkom da je perturbacija mala spregnuti sistem od beskonacno
mnogo jednacina (7.80) sveo se na jednostavne dekuplovane jednacine (7.83)
Cije je reSenje

1

¢
em(t) = _h/o elomnt o dt, m # n.
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Verovatnoca prelaza iz stanja |n) u poGetnom trenutku u stanje |m) u kas-
nijem trenutku t je data sa

1 2

|Cm(t)‘2 = 2

t
/ et Vo, dt (7.84)
0

Izmedju ostalog, vidimo da je zbog apsolutne vrednosti u (7.84) i zbog re-
alnosti potencijala, Vi, = V,:,, verovatnoca prelaza iz stanja |n) u |m)
jednaka verovatnoéi prelaza iz |m) u |n). Formula naravno vazi i kad per-
turbacija V ne zavisi od vremena: ako u tom slu¢aju ra¢unamo verovatno¢u
prelaza iz stanja |n) u ¢ = —oo u stanje |m) u t = +o0, dobijamo
i too
em(00) = -7 an/ e“mnt dt = —27i Vi (B — E), (7.85)

—00

odnosno, zakon odrzanja energije.
Razmatraé¢emo sada jednacine (7.80) u sluc¢aju sistema od dva stepena
slobode i harmonijske perturbacije, ekzaktno. Hamiltonijan je oblika

F 0 0 et
H=Hy+V(t) = <01 E2) + (,Yemt 0 ) , (7.86)

koeficijent v je realan, v = +*, a uzeéemo da stanje |1) ima nizu energiju od
stanja |2), Eo > FE). Zelimo da odredimo verovatnoéu da, ako je sistem u
pocetnom trenutku ¢ = 0 u niZzem energetskom stanju, u kasnijem trenutku
t predje u stanje vise energije. Drugim re¢ima, pocetni uslovi su ¢1(0) = 1,

02(0) =0.
Jednagcine za koeficijente ci(t) su
ih % =7 6i(w12—w)t ca, ih % =7 e_i(wm_w)t C1. (787)

Diferenciranjem na primer druge jednacine po vremenu dobijamo jednacinu
drugog reda za ca(t),

d? , , d
= ydea (7.88)
= (W2 —w) —- —igg e )
Pretpostavljajuéi da su resenja eksponencijalna, cs(t) = e imamo
_ — )2 2
ag = —i (%i@) gde je Q:\/WJF;Q. (7.89)

Opste resenje za ca(t) je linearna kombinacija dva dobijena partikularna
resenja,

ea(t) = 75 @127 (Asin Qt + Beos ), (7.90)
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a uslov za ¢2(0) daje B = 0. Iz polaznog sistema dobijamo i ¢;(¢),

o . _
ca(t)y=A4 0 3 (Wiz—w)t (Q cos it — 71((‘)12 w)

Y
Pocetni uslov za ¢;(0) fiksira A, iA = «/hS). Prema tome, verovatnoca
prelaza iz stanja |1) u poc¢etnom trenutku u stanje |2) u trenutku ¢ je data

Rabi-jevom formulom,

sin ). (7.91)

2 in2
et = Ty T
slike: verovatnocéa od t i verovatnoca od omega‘ Vidimo da delovanjem
periodicne perturbacije sistem mozemo da prebacimo iz stanja nize u stanje
viSe energije ili obratno. Verovatnoca prelaza je najveéa kada je frekvenca
perturbacije jednaka prirodnoj frekvenci sistema odnosno razlici energetskih
nivoa, w = wo1: ova pojava, kao i u klasi¢noj mehanici, naziva se rezonanca.

Ispostavlja se da je za primene u fizici mnogo interesantnija stimulisana
emisija nego apsorpcija, jer daje izvore koherentnih elektromagnetnih ta-
lasa, lasere i masere. Ona se moze ostvariti, u najjednostavnijem slucaju,
putem interakcije sistema sa dva stepena slobode sa elektromagnetnim pol-
jem. Postoji zapravo nekoliko izuzetno vaznih fizickih sistema koji efektivno
(tj. u procesima koje posmatramo) imaju dva stepena slobode: kao primer
naveS¢emo amonija¢ni maser. Molekul amonijaka NHs ima oblik tetrae-
dra u ¢ijim su temenima jedan atom azota i tri atoma vodonika. Klasi¢no,
postoje dve konfiguracije molekula koje odgovaraju minimumu potencijalne
energije: ona u kojoj je N-atom “sleva” od ravni koju obrazuju tri H-atoma,
|L), i ona u kojoj je N-atom “zdesna”’, |R). Za prelaz iz jedne u drugu
konfiguraciju potrebno je dodati energiju: kriva potencijalne energije sis-
tema je opisana double-well potencijalom. Zbog tuneliranja, u kvantnom
opisu osnovno stanje nije lokalizovano na levu ili desni stranu, |L) ili |R).
Posto je potencijal kao i ceo hamiltonijan invarijantan na parnost, svojstvena
stanja energije su parna ili neparna. Znaci, svojstvena su simetri¢no i anti-
simetri¢no stanje:

1 1
V2 V2

Osnovno stanje energije nije degenerisano: FE; < FEs, ali razlika energija je
mala, (Ey — E1)/h ~ 24000 MHz. Zbog blizine energetskih nivoa ova dva
stanja mozemo posmatrati kao sistem od dva stepena slobode (dok radimo
sa spoljasnjim poljima koja ne pobudjuju vise energetske nivoe).

Molekul NHjs poseduje jos jednu vaznu osobinu: stanja |1) i |2) se,
slicno spinskim stanjima u Stern-Gerlach-ovom eksperimentu, mogu pros-
torno razdvojiti primenom nehomogenog elektri¢nog polja.

Amonijacni maser se konstruiSe na sledeéi na¢in. Pomoéu separatora,
nehomogenog elektri¢nog polja, iz snopa molekula amonijaka izdvoji se pod-
sistem koji je u stanju vise energije, |2); podsistem se usmerava ka Supljini

(7.92)

5) (1D +IR) =11, |4) (L) = IR)) =12).  (7.93)
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u kojoj postoji mikrotalasno elektromagnetno zracenje frekvence w ~ waq,
E = EyeWi=kn, (7.94)

Interakcija NHs molekula sa poljem je dominantno dipolna (diskutova¢emo
je u slede¢em poglavlju detaljno),

V=-d -E ~—FEyde™", (7.95)

gde je d elektrieni dipolni moment molekula. Zbog osobina simetri¢nog i
antisimetri¢nog stanja imamo

‘/11 = 07 ‘/22 = 07 Y= _E0d7 (796)

pa se perturbacija svodi na onu koju smo prethodno analizirali, i ve¢ smo
izracunali verovatnoéu prelaza. Ako je veli¢ina Supljine tako podeSena da
snop iz nje izlazi u trenutku

T 7h

~ —

na izlasku iz Supljine svi molekuli bi¢e u stanju |1). Snop je u Supljini emito-
vao elektromagnetno zracenje, odnosno amplificirao (pojacao) veé postojece
mikrotalasno zracenje frekvence wsi. Sto je v manje, izraceni talasi imaju
manju neodredjenost frekvence; emitovano zracenje je koherentno i u sluc¢aju
NHj3 molekula, u mikrotalasnom opsegu. Zato je mikrotalasno zracenje u
imenu maser, koje je akronim od Microwave Amplification by Stimulated
Emission of Radiation.

7.4 PERIODICNA PERTURBACIJA

U ovom poglavlju ¢emo razmatrati rezonantne efekte u standardnom slucaju
sistema, sa beskona¢no mnogo stepeni slobode, primenjuju¢i metode teorije
perturbacija. Pretpostavi¢éemo kao i ranije da je perturbacija harmonijska,

V(t) — _UTeth — Ue_th = —2U cos wt, (798)

i da je U vremenski nezavisni hermitski operator, U = UT. Primenjujuéi
formalizam iz prethodnog poglavlja i formulu (7.84), za koeficijente u razvoju
talasne funkcije ¢, (t) dobijamo

Upin <ei(wmn—w)t -1 ei(wmn+w)t _ 1)

cm(t) = (7.99)

+
h Winn — W Winn + w
Ovom formulom opisana su dva moguéa procesa: prvi ¢lan opisuje apsor-
pciju energije spoljasnjeg polja, a drugi stimulisanu emisiju. Ako razma-
tramo samo apsorpciju, prvi sabirak je mnogo veéi u relevantnom domenu
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frekvenci, w & wpy, pa drugi ¢lan mozemo da zanemarimo. Za verovatnoéu
prelaza se dobija
2 A ain2 Wmn—w)t
e ()2 = Umnl” 4807 75— (7.100)
h? (Winn — w)?

Ova funkcija se donekle razlikuje od egzaktnog izraza (7.92) koji smo dobili
za sistem sa dva stepena slobode, ali u principu ima isti oblik i opisuje isti
fizicki fenomen: rezonancu. Pri fiksiranoj frekvenci w verovatnoéa prelaza
iz stanja |n) je najveca u stanje |m) za koje je wp, = w: najverovatnije
je da ce sistem apsorbovati kvant energije hw ako je on bas jednak razlici
energetskih nivoa, E,, = F, + hw. Na slici

je prikazana funkcija f(w) = sin?(wt/2)/w?. Funkcija ima pik
u w = 0 &ija je visina proporcionalna sa ¢? a $irina sa 1/t. Verovatnoca
prelaza iz stanja |n) u stanje |m) pri delovanju perturbacije u toku vremena
t je nezanemarljiva samo ako je neodredjenost frekvence w reda veli¢ine
polusirine maksimima funkcije f(w),

2
5w ~ 7” (7.101)
odnosno ako za neodredjenost energije prelaza vazi
toE ~ h. (7.102)

Ovaj iskaz standardno se interpretira kao relacija neodredjenosti izmedju
energije i vremena. Dalje, kad ¢ raste, raste i visina maksimuma. U stvari,
u limesu ¢t — oo dobija se d-funkcija: ovu reprezentaciju ve¢ smo uveli,

2
§(w) = lim ==L

T—00 TTW

(7.103)

Zbog toga, ako je interval u kome deluje perturbacija dovoljno dugacak, vazi

mn — 2
lem|? = % Uy |2 5(%) = % Upin|2 0(Erpy — By — hiw) .

Formula za verovatnoéu prelaza moze se primeniti i kada krajnje stanje
|v) pripada kontinualnom delu spektra, odnosno predstavlja nevezano stanje:
u atomskoj fizici, ovo odgovara jonizaciji atoma. Naravno, potrebno je da
spoljasnje polje ima dovoljno energije da jonizuje atom, Aw > FEo — Ep.
Ukoliko je energija E, degenerisana, verovatnoca prelaza dobija se kada se
izraz (7.84) pomnozi “gustinom izlaznih stanja” odnosno multiplicitetom
g(E,). Dobijamo kao i malopre

ey |? 2
| t’ = X Ul 9(B,) 8(By — By — h),
pa je ukupna verovatnocéa jonizacije u jedinici vremena
ey |? 2
r_/’ t’ dE, = ?]Uyn\Qg(El,). (7.104)

Formula (7.104) naziva se Fermi-jevo zlatno pravilo.



194 GLAVA 7. PRIBLIZNE METODE

7.5 SPEKTRI ATOMA

Najvazniji primer rezonance su apsorpcija i emisija svetlosti u atomu odnosno
atomski spektri. Elektron u atomu, ako se zanemari interakcija sa ostalim
elektronima, opisan je hamiltonijanom

P> Ze?

Hy=-—"—— 7.105
"~ om r’ ( )

a njegova svojstvena stanja se karakterisu kvantnim brojevima energije, or-
bitnog i spinskog ugaonog momenta, |nlmmg). Ova stanja su svojstvena
i kada elektrostaticku interakciju medju elektronima prikazemo kao usred-
njeni sferno-simetri¢ni potencijal. U prisustvu spoljasnjeg elektromagnetnog
polja hamiltonijan se dobija minimalnom zamenom, (4.85),
1 e - Ze?
H=_—@{@p--4)>-—. 7.106
(- AP - = (7.106)
Energija interakcije sa spoljasnim poljem je najces¢e mala pa se kvadratni
deo interakcionog ¢lana moze zanemariti, i imamo

H=+ _22 _ " 1.p (7.107)

Pretpostavicemo da je elektromagnetni talas tj. foton linearno polarisan i
ima polarizaciju €. Tada je njegov vektorski potencijal A dat sa

A =2A4¢Ecos(k - 7 — wt). (7.108)

Razume se, €- k= 0, k% = 2w?. Za elektri¢no polje fotona se dobija

_ 1 0A W, om
E = A —2A EE sin(k - 7 — wt). (7.109)

U procesima emisije i apsorpcije svetlosti elektriécno i magnetno polje
prakti¢no su konstantni u celom atomu, pa se prostorni deo u funkciji koja
opisuje polje moze se zanemariti. Naime, karakteristicne dimenzije atoma
su reda veli¢ine Bohr-ovog radijusa, 1071 m, dok su tipi¢ne talasne duzine
svetlosti, npr. zuta linija natrijuma, 687 nm, za 3 ili 4 reda veli¢ine vece.
Zato je kr ~ 1073 < 1, odnosno, kr ~ 0. Pri tome, po energiji dominantna
je interakcija dipolnog momenta elektrona sa elektri¢nim poljem, tako da u
hamiltonijanu aproksimativno treba uzeti samo dipolnu interakciju,

=2 A 2
=Lt _2° 1y (7.110)
2m T
gde je
V=-d B~ A7 &)t — e ), (7.111)
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Znagi imamo periodi¢nu perturbaciju, a u gornjoj formuli prvi ¢lan kao i
ranije opisuje apsorpciju a drugi ¢lan emisiju fotona. Verovatnoca prelaza
iz stanja |n) u stanje |k) apsorpcijom fotona Aw odredjena je matriénim
elementom projekcije elektricnog dipola na vektor polarizacije,

Upn, = %Ao (k| e €|n), (7.112)

i govorimo o dipolnoj aproksimaciji. Dipolna aproksimacija se moze, mozda
za nijansu preciznije, izvesti i direktno iz (7.107). Primeniéemo isti uslov
kr =~ 0, odnosno

e - e ; ;
Vel Ag= - Ay (5 &) (e + et 7.113
A= Ay (7€) (7 4 e, (7.113)

za apsorpciju je odgovoran drugi ¢lan. Kad ra¢unamo matri¢ne elemente
(k| p'- €|n) = € (k| p; |n), (7.114)
mozemo da koristimo da je

2 2 .
P Ze ih
i Hol = |2, — — —| = — pi. 7.115
[x 0] [x 2m 7"] mp ( )

Zato imamo
ei(k| i In) = Th e (k| [, Hol |n) = imwgn (k] 7+ €|n). (7.116)
1

Za matricni element dobija se isti izraz (7.112) do na zamenu w — wyy,; ali
ove dve frekvence su kod rezonance jednake.

Verovatnoc¢u prelaza sa nivoa FE, na nivo FE} za monohromatsku per-
turbaciju smo izra¢unali, (7.100). Iz ove formule vidimo da je verovatnoca
prelaza jednaka nuli kada je Upp ~ (€ 7)nr jednak nuli: takvi prelazi
nazivaju se zabranjenim prelazima jer su u prvom redu teorije perturbacija
zabranjeni: intenzitet odgovarajuc¢ih spektralnih linija je mnogo manji od in-
tenziteta ostalih linija. Analizom matri¢nih elemenata operatora elektri¢nog
dipola mogu se dobiti se selekciona pravila za dipolne prelaze, odnosno uslovi
koji odredjuju koji su prelazi dozvoljeni a koji zabranjeni. Rekli smo, za
vodonik i vodoniku sliéne atomime, svojstvena stanja energije su odredjena
kvantnim brojevima momenta impulsa [, m i ms. Zato su selekciona pravila
za dipolne prelaze zapravo posledica Cinjenice da je 7 vektorski operator i
mogu se odrediti primenom Wigner-Eckart-ove teoreme, odnosno osobina pri
rotacijama. Posto Wigner-Eckart-ovu teoremu nismo eksplicitno formulisali
a pominjali smo je samo u najjednostavnijem slucaju skalarnih operatora,
selekciona pravila ¢emo izvesti eksplicitnim racunanjem integrala, koristeci
osobine sfernih harmonika.

Matri¢ni element koji nam je bitan je

(nlmmy| z; [nU'm/m) (7.117)
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gde su x; = x,y,2z. Dali je (7.117) nula ili nije zavisi¢e, kao i kod Stark-
ovog efekta, od integracije po sfernim uglovima 6 i ¢. Posto interakcija ne
zavisi od spina zaklju¢ujemo odmah da je

(nlmmyg| z; [n'I'm'ml) ~ Ot (7.118)

odnosno projekcija spina u dipolnim prelazima se ne menja, Amg = 0
Uzimajudi dalje u obzir da je

21 YD, x4 iy ~rYE (7.119)

dobijamo da je integral (7.117) proporcionalan sa
nlmmg| z; [n'l'm'm?) ~ sin ¥ my OEL .
! I'm/m, inddodp Y™ Y vLE 7.120

Posto je Y™ ~ ™7 | integral po ¢ nije nula samo kada je m’—m+(0, £1) =
0 odnosno za Am = 0,+1. Dalje, znajuéi da je parnost sfernog harmonika
Y;™ jednaka (—1)!, vidimo da je parnost izraza pod integralom (—1)H+L
odnosno da je izraz razlicit od nule samo ako je Al = !’ — [ neparno. Da
bismo sasvim precizirali selekciono pravilo za Al treba nam razvoj?

11+1o l

i 2l1+1 )(202 + 1) m m
Yll 1}/22 ? = Z Z 2l + 1) (_1> COO,ZO C’H’leg,lez b

1=l —ls| m=—1

gde su Cpyymy jm; Clebsch-Gordan-ovi koeficijenti (5.159). Iz gornjeg razvoja
u specijalnom slucaju Iy =1’, lo = 1, dobijamo

U'+1

/ 31"+ 1)
Y" Ylm § E i ( w21 ) (—=1)™ Coo,10 Con'm! Im Y™, (7.121)
I=|l—1|m

pa zbog ortogonalnosti sfernih harmonika sledi da je integral (7.120) nula
osim za Al = +1. Da sumiramo: za dipolne prelaze u atomu vodonika
selekciona pravila su

Al=+1, Am=0,+1, Am,=0. (7.122)

2A. Messiah, Quantum Mechanics, North-Holland 1967.
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TEORIJA RASEJANJA

Mnogi eksperimenti su, posebno u fizici visokih energija, eksperimenti rase-
janja. U tim merenjima kao i u Rutherford-ovom eksperimentu iz 1909.
odredjuju se struktura cCestica i osobine interakcija medju Cesticama koje se
sudaraju. U tipi¢noj eksperimentalnoj postavci imamo upadni snop koji se
sudara sa nepokretnom metom i pri tome rasejava, dajuéi karakteristicnu
sliku na ekranu ili detektoru.! Rezultat se opisuje diferencijalnim i totalnim
presekom rasejanja: u nastavku ¢emo definisati ove preseke i izracunati ih u
dva vazna primera iz klasi¢ne mehanike, a zatim ¢emo identifikovati veli¢ine
pomocu kojih se preseci rasejanja izrazavaju u kvantnoj mehanici.

Nas zadatak definiSe se na slede¢i nac¢in. Upadni snop Cestica brzine
Uy, dobro lokalizovan u popreénom pravcu, sudara se metom: osim brzi-
nom, upadni snop karakterise se u principu dodatnim osobinama — masom,
spinom, izospinom itd. PoSto je brzina konstantna stanje upadnih cestica je
(asimptotski) ravan talas; klasi¢no, njihove trajektorije su (opet asimptot-
ski) prave. Metu na kojoj se snop rasejava opisujemo? potencijalom V()
odnosno, razmatramo teoriju tzv. potencijalnog rasejanja. To u osnovi znaci
pretpostavku da je ¢estica (kvantna ili klasi¢na) bez strukture i da je njena
interakcija sa metom poznata i opisana vrednoséu potencijalne energije koja
ne zavisi od vremena; broj centara rasejanja N. koji ¢emo kasnije uvesti
je jednak jedinici. Pretpostavicemo dalje da je potencijal lokalizovan na
oblast prostora dimenzija a, i to tako da je

lim V(r) = 0; V(F)=0 za r>a. (8.1)

r—00

Pretpostavka o lokalizaciji interakcije zna¢i da su i posle sudara Cestice
asimptotski slobodne: stanja koja razmatramo su nevezana ili slobodna

LCesta konfiguracija u eksperimentu je sudar dva snopa, ali zbog kovarijantnosti uvek
mozemo da predjemo u referentni sistem u kome Cestice jednog snopa miruju, posebno u
nerelativistickom slucaju.

2U kontekstu ¢injenice da se problem dva tela moze svesti na kretanje efektivne Gestice
u spoljasnjem potencijalu koji je jednak potencijalu interakcije izmedju tih tela.
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stanja cestice. Klasi¢an primer ovakve interakcije je Kepler-ov problem
odnosno Coulomb-ova interakcija, kod koje su klasi¢ne trajektorije Cestica
sa energijom E > 0 hiperbole — krive sa dve asimptote, ulaznom (in) i
izlaznom (out).

Fluks snopa upadnih cestica je broj cestica koje u jedinici vremena
prodju kroz jedini¢ni popre¢ni presek, i to je veli¢ina u odnosu na koju
se normiraju izmereni rezultati rasejanja. Klasi¢no, imamo

Jin = 0sdt ~ dsdl’

0 = puo, (8.2)

a kvantno, fluks upadnog snopa je fluks verovatnoce (2.43). Diferencijalni
presek rasejanja do definiSe se kao broj cestica koje se raseju u prostorni
ugao df) u jedinici vremena, podeljen fluksom upadnog snopa i brojem cen-
tara rasejanja:

do = 1 dNout )
jin Nc dt

(8.3)

U poslednjoj formuli je
dNout

dt
jer je povrsina koja odgovara prostornom uglu dQ2, dS = r2d); diferenci-
jalni presek se zapravo ra¢una i meri u asimptotskoj oblasti, 7 — oco. Posto
imamo jedan centar rasejanja — potencijal V' (7), dobijamo

= Jour 72 dQ (8.4)

do _ jaut 72

(8.5)

Ovaj izraz odnosi se na rasejanje u tri dimenzije. U jednodimenzionim
problemima nema smisla uvoditi element povrsine dS = r2d(: tada imamo
samo dva ugla rasejanja, 0 i 7, a diferencijalni presek se svodi na koeficijente
refleksije 1 transmisije (2.120),

rR=2, T=2 (8.6)
Jin Jin
Diferencijalni presek ima dimenzije povrsine.

Da bi se u kvantnoj mehanici odredio diferencijalni presek rasejanja (8.5),
treba identifikovati upadni i izlazni snop, i, i Wout, 1 izracunati odgo-
varajuce struje verovatnoce. U klasitnoj mehanici, ¢estice upadnog snopa
se kre¢u pravolinijski ali su im rastojanja izmedju in-asimptota i centra po-
tencijala razlic¢ita: ova veli¢ina naziva se parametar sudara, p. Parametar
sudara p odredjuje moment impulsa,

L = muop, (8.7)

a trajektorija Cestice odnosno ugao pod kojim se rasejava odredjeni su en-
ergijom E i momentom impulsa L. Razmotrimo, kao najjednostavnije ali i
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najvaznije, klasi¢no rasejanje na centralnom potencijalu, V' =V (r). Ako je
potencijal sferno-simetrican, rasejanje ima aksijalnu simetriju sa osom koja
je paralelna pravcu upadnog snopa i prolazi kroz centar potencijala r = 0.
Broj cestica koje se u jedinici vremena raseju pod uglom 60(p) proporcionalan
je povrsini kruznog prstena izmedju vrednosti parametara sudara p i p+dp.
Ako izraz napisemo za elementarni sferni ugao df2 = sin 6 df dp, imamo

dp
d(cosf)

p|dp
do = pdpdp = d 0| dp =—— |—| dQ. 8.8
7= pdpdp = p | 5 20 | ateoso) g = 2 | (55)
Iz poslednje jednacine vidi se eksplicitno kako je diferencijalni presek odred-
jen jednacinom trajektorije, koju smo za sferno-simetricne potencijale nasli
u prvoj glavi, (1.19):

L

b _ mr? (8.9)
" \/2 E-V o |
E( —Vi) - 2mr2))
Oznacimo sa x integral
L
o 2
-/ . (8.10)
Tmin < E _ V o
m( (r) 2mr2))

odnosno polovinu ugla izmedju upadne i izlazne asimptote: ugao rasejanja
0 dat je sa 8 = w—2x. Za rasejanje elektrona na Coulomb-ovom potencijalu
jezgra

Ze?

V(r) = . (8.11)

ovaj integral se moze eksplicitno izracunati,

2
o) B 75:2p
X = / L dr = arccos 0 , (8.12)
Tmin p2 2762 Ze2 o
=5 — 1+ (—5)
T mugr mugp
odnosno )

7 0

p= 62 ctg - . (8.13)
mug 2

Prema tome, diferencijalni presek za rasejanje na Coulomb-ovom potencijalu
je iz (8.8)
do Z%et 1

—_—_—= 8.14
d) 4m2vé sin4g ( )
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Jos jednostavnija je formula za ugao rasejanja za Gesticu koja se rasejava
na krutoj sferi polupre¢nika a. Ukoliko je p > a ugao rasejanja je 8 = 0. Za
p < a Cestica se rasejava tako da je upadni ugao na normalu na sferu jednak
odbojnom uglu: sa slike vidimo da je

0
p = siny = acos 2’ (8.15)

pa se za diferencijalni presek dobija

do  a?
Totalni presek rasejanja

o= / do (8.17)

daje nam efektivnu povrsinu potencijala na kojoj se snop rasejava. U slucaju
krute sfere to je povrsina poprecnog preseka sfere,

o =ma?, (8.18)

dok je kod Ruherford-ovog rasejanja totalni presek divergentan.

8.1 BORN-OVA APROKSIMACIJA

U kvantnoj mehanici postoje dva naéina da se pristupi problemu rasejanja.>
Mi ¢emo kao najjjednostavniji uvesti stacionarni pristup: pretpostaviéemo
da je Cestica odnosno u stacionarnom stanju i koje je zbir upadnog i izlaznog
talasa, i da se ovo stanje moze dobiti resavanjem stacionarne Schrédinger-
ove jednacine. Druga mogucnost je da se interakcija snopa i mete tretira
metodama vremenski zavisne perturbacije, i da se tako dobiju verovatnoce
prelaza iz poCetnog, in-stanja u krajnja, out-stanja.

Metod stacionarnog stanja podrazumeva da potencijal ne zavisi od vre-
mena, Sto izmedju ostalog znac¢i da je rasejanje elasti¢no tj. da se odrzava
energija. Hamiltonijan ¢estice je zbir kineticke i potencijalne energije,

—2

H=Hy+V = §—m+V(F), (8.19)

gde je kineticka energija Hy neperturbovani, osnovni hamiltonijan. ReSenje
stacionarne Schrédinger-ove jednacine piSemo u obliku

Y = Yin + Yout- (820)

3Na pristupaénom nivou a sa mnogo vise datalja problemi rasejanja se razmatraju u
knjigama P. Roman, Advanced Quantum Theory, Addison-Wesley, 1965. i A. Messiah,
Quantum Mechanics, North-Holland 1967.
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Talasna funkcija ;, zadaje stanje upadnog snopa, ravan talas
T/Jin — ’I,Z)(O) — 6iE0~F’ v = hk(b (821)

koji je svojstveno stanje energije i impulsa slobodne cestice. Mada se u
nekim sluc¢ajevima i ukupna Schrédinger-ova jednacina

Hy = Eip, E>0 (8.22)

moze reSiti 1 egzaktno, mi ¢emo je u ovom poglavlju resavati priblizno: za
to je potrebno razviti teoriju perturbacija za stanja kontinualnog spektra
energije. Zbog uslova (8.1) i izlazno stanje 1y, kao i ¥, je u asimptotsko]
oblasti stanje slobodne cestice, mada ne nuzno ravan talas. Treba naglasiti
da je ovo jedna od pretpostavki pod kojima radimo, jer i u klasi¢noj i u
kvantnoj mehanici moguce je da potencijal “zahvati” Cesticu tj. da ona iz
stanja kontinualnog spektra predje u vezano stanje: takve slucajeve ovde
ne¢emo razmatrati.

Resavamo perturbativno jednac¢inu (8.22) pretpostavljajuéi da je ukupna
energija pozitivna i da je kineticka energija ¢estice mnogo veca od potenci-
jalne, )

E= Z—:j >0, A~ !go‘! < 1. (8.23)
Vrednost energije E je fiksirana, a perturbativnim ra¢unom popravljamo
samo talasnu funkciju 1 koju kao i ranije razvijamo u red po malom para-
metru A,

=90 4@ 4@ 4 (8.24)
gde je 1(©) dato sa (8.21). Jednagina (8.22) moze se prepisati u obliku

2mV
AY + kgp = e Y =Uy, (8.25)
gde smo zbog jednostavnosti uveli reskalirani potencijal U = 2mV/h?.

Razvijajuéi u red po A dobijamo sistem jednacina koji se reSava iterativno:
Ay 4+ k:%@b“” =0
Ayp® 4 kgi/J(l) = Uy
(8.26)
AP 4 k:%@b@ = Uy

Logika kojom se resavaju jednacine (8.26) ista je kao kod perturbacije diskretnog
spektra. Samo su ovde sve jednacine istog oblika

(A4 k) w0 (7) = T (7). (8.27)
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gde je na desnoj strani “spoljasnji izvor”
JO(7) = U "D (). (8.28)

J(™) je u svakoj iteraciji poznata funkcija jer se dobija resavanjem prethodne
iteracije. Sistem (8.26) resavamo u svojstvenom bazisu od Hy, bazisu ravnih
talasa: zato sve popravke 9" razvijamo u Fourier-ov integral,

™ (7) = / ™ (k) eFT @3k, (8.29)
pa (8.27) postaje

/ (= k2 4 k2) ) (F) R @3t — g (7). (8.30)

ReSenje za koeficijente c(")(E) dobiée se inverznom Fourier-ovom transfor-
macijom izvora J™ (7).

Posto je jednac¢ina (8.27) linearna, jedan od nacina da se ona resi je
metod Green-ovih funkcija. Intuitivno, metod se svodi na reSavanje analogne
jednacine za tackasti izvor i primenu principa superpozicije (u elektrodinam-
ici, Huygens-ov princip). Dakle, umesto (8.27) resavamo jednacinu?

(A + k) G(F,7) = —6(F — 7') (8.31)

za Green-ovu funkciju G(7,7) za vremenski nezavisnu Schrédinger-ovu
jednacinu za slobodnu ¢esticu. Kada se odredi Green-ova funkcija G(7,7")
ona, zbog linearnosti, daje sva resenja, odnosno sve popravke zp(”),

() = — / G(r, ") T () &7, (8.32)

uz odgovarajuée definisane grani¢ne uslove. Posto ne zavisi eksplicitno od
koordinata, i jedna¢ina za Green-ovu funkciju se resava razvojem u Fourier-
ov integral. Iz translacione invarijantnosti jednacine sledi da je

1 S o T
G(F7) = G(F—7') = ok / G (k) ™) @3 (8.33)
Koristedi )
S o ik-(F—7") 13
S(F— ) = (%)3/6 =) g, (8.34)
za Fourier-ove komponente G(k) dobijamo
- 1
Gk)= 5—. (8.35)
k2 — k2

4Znak minus, kao i bilo koji drugi konstantni faktor uz -funkciju na desnoj strani je
nebitan i predstavlja konvenciju koja je u razli¢itim oblastima u kojima se metod Green-
ovih funkcija primenjuje ustanovljena razlicito.
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Medjutim, kada ovaj izraz zamenimo u prostornu Green-ovu funkciju
(8.33) dobijamo divergentan integral: on ima singularitete u k? = k3,
odnosno za vrednosti impulsa koja odgovaraju svojstvenim stanjima neper-
turbovanog hamiltonijana slobodne ¢estice. Ovo nije neobic¢no: sli¢nu situ-
aciju smo imali kod prve popravke talasne funkcije diskretnog spektra (7.14),
samo $to je tamo singularnu tacku bilo prirodno i jednostavno izbaciti iz
sume. Divergenciju eksplicitno vidimo ako integralimo u sfernim koordi-
natama, postavljajuéi osu k, paralelno sa vektorom 7 — 7:

1 ik 1 [ K2dk [T .
P\ — d3k‘ — ikrcosO _: 9d9
() (27)3 / k2 — 2 (27)? /0 K2 — k2 /0 © St

i 1 [ kdk " ik 1 1.d [ etkr
- __ " = ikr ikry _ L a dk.
(2m)2 T‘/O k% — k32 (e e ) (2m)% r dr /Oo k2 — k32

Vrednost poslednjeg integrala odnosno nacin obilaska polova k = +kgy i
eliminacije singulariteta zapravo treba definisati, i kao §to ¢emo videti tu
definiciju odredjuju grani¢ni uslovi za zadati problem. Integral se racuna
primenom Jordan-ove leme, tako §to integral po realnoj osi dopunimo inte-
gralom po gornjem polukrugu i time zatvorimo konturu integracije u kom-
pleksnoj ravni; rezultat integrala se onda dobija primenom teoreme o rezidu-
umu. Izbor gornjeg polukruga definisan je uslovima Jordan-ove leme, od-
nosno zahtevom da je u limesu k£ — oo integral po dopunskoj polukruznoj
konturi nula: ovde je r > 0, pa podintegralna funkcija eksponencijalno
opada u gornjoj poluravni §to obezbedjuje anuliranje integrala po polukrugu
Imk > 0.

Ako pretpostavimo da je pol k = kg pomeren u gornju a pol kK = —kg u
donju poluravan kao na slici, imamo
00 ez’kr 00 eikr ez’kor
—— dk = ——5—— dk =2mi ) 8.36
/_OO K2 — k2 /_oo k2 — k2 + ie ™ ko (8.36)
pa za Green-ovu funkciju dobijamo
1 eikolm—7"|
GHF—7)= — ——. 8.37
=) = o (8.37)
Drugi obilazak polova daje
1 —iko|F—7"|
G~ (7 — ) S (8.38)

T ar |F—7]
a ako integral definiSemo kao Cauchy-jevu glavnu vrednost odnosno kao
poluzbir doprinosa oba pola, dobijamo

oL 1 cos kol — 7|
G- =4 7 — ]

(8.39)
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Da bismo razumeli razliku izmedju dobijenih Green-ovih funkcija, izra-
¢unajmo, koristeéi G, prvu popravku talasne funkcije (1. Pretpostavili
smo ranije da je

in = (0 = eFoT, (8.40)
U prvom redu teorije perturbacija izlazno stanje odnosno rasejani talas je
(1) 1 eikO‘F—Fll 7,’; 7 . 3
Your =19 = —— T T U () dPr (8.41)

Zanimaju nas osobine rasejanog talasa u asimptotskoj oblasti. Posto je
potencijal lokalizovan tj. U(7’) # 0 samo u oblasti prostora || < a < 7,
podintegralna funkcija u (8.41) a samim tim i integral ¢e biti razli¢iti od
nule samo za male vrednosti 7’. Zato sve funkcije treba da razvijemo u red
po parametru r’'/r i zadrzimo samo vodeée ¢lanove. Iz

A 2 /2_ = =2/ 1/2N _FF,
|7 r]—(r +7r 27 7“) Nr(l 5 ) (8.42)
r
dobijamo
) 1 [ eikor g—iko _ o
bl = o [ LT (1 DT ueya. (8a3)

Clan koji odredjuje asimptotiku u poslednjem izrazu je

1 ikr s
Yout (T) = _Eer /6_“” Uy d>r, (8.44)
gde smo uveli
12:/%;, K=k, §=k— k. (8.45)

Dobili smo trazeni rezultat. Na velikim rastojanjima, ukupna talasna
funkcija koja opisuje rasejanje snopa Cestica na lokalizovanom potencijalu,
u prvom redu teorije perturbacija, data je sa

- ikr
() = PO (7) + D (7F) = eho™ 4 67 £0, ). (8.46)
Funkcija f(0,p), tzv. amplituda rasejanga,
]. ) —ig7!
£0,¢) = —M/dgr’U(T’)e = —m Up (8.47)

ne zavisi od rastojanja r nego samo od pravca rasejanja ¢, odnosno od
uglova 6 i ¢. Ako sa 6 ozna¢imo ugao rasejanja, odnosno usmerimo z-osu
duz vektora kg, dobijamo

I 0
q = |k — ko :2ksin§. (8.48)
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Sliéno kao kod perturbacije diskretnog spektra, popravka talasne funkcije
zavisi od matri¢nih elemenata perturbacije

Up, = (kI U [ko), (8.49)

u svojstvenom bazisu od Hp, bazisu ravnih talasa. Znaci, kod rasejanja
na lokalizovanom potencijalu inicijalni ravni talas rasejava se kao izlazni
sferni talas (ne izotropan, nego deformisan po sfernim uglovima) koji polazi
iz centra i krece se ka beskonacnosti. To je posledica koriséenja Green-
ove funkcije G*. Da smo koristili funkciju G~ dobili bismo upadni sferni
talas koji iz beskonac¢nosti konvergira ka centru rasejanja: i to je, razume
se resenje Schrodinger-ove jednacine, ali ne ono koje trazimo kada hoc¢emo
da odredimo efikasni presek rasejanja. Odavde se vidi da izbor Green-ove
funkcije odnosno nacina obilaska polova zapravo fiksira grani¢ne uslove za
zadati problem.

Formula (8.47) naziva se Born-ova aproksimacija: amplituda rasejanja
proporcionalna je Fourier-komponentama potencijala. Prva opservacija je:
da bi ovaj integral bio konvergentan, potencijal V() mora asimptotski da
tezi nuli brze nego r~17¢ € > 0. Detaljnijom analizom uslova pod kojima
se dobija formula (8.47) moze da se pokaze da je Born-ova aproksimacija
primenljiva na slabe potencijale, V < h?/(ma?), i na brze upadne snopove,
V < B?k/(ma).

Znacaj amplitude rasejanja f(6,¢) je u tome $to ona daje diferencijalni
presek rasejanja. Videli smo da je diferencijalni presek

do _ Jout r?

— = 8.50
Q@ (5:50)
za veliko r. U naSem slucaju upadni fluks je
. hk
Jin = —2.. (8.51)
m
Za izlazni fluks relevantna je njegova radijalna komponenta. Iz
0 L | ik fetkr
Vit = G Vo = 0,9) € (= 5) = =T (5.52)
dobijamo
: hk |f[>_ hko |fI?
]out|r = RTT = WT‘T7 (853)
pa je diferencijalni efikasni presek dat sa
do 9
— = . 8.54
=1l (354

Primenimo formulu (8.47) na neke specijalne slucajeve. Ako imamo
upadni snop male brzine, ka < 1 koji se rasejava na sferno-simetricnom
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potencijalu, za amplitudu rasejanja dobijamo

I e 3 %_an/ 2
f 577 | € V(r)d’r 72 V(r)rdr, (8.55)

e

posto jeza qa ~ 0 paondaid -7~ 0 tj. e *¢" = 1: rasejanje je izotropno.
Ako, sa druge strane, imamo upadni snop velike brzine, ka > 1, u podinte-
gralnoj funkciji (8.55) clan e "' yeoma brzo osciluje tj. ima talasnu duzinu
koja je mnogo manja od karakteristi¢nog rastojanja promena funkcije V (7).
Zato je rezultat koji se dobija integracijom priblizno nula (pozitivni i nega-
tivni doprinosi u integralu se potiru) svuda, osim u oblasti gde je ¢- 7= 0,
tj. 0 ~ 0. Znaci: brzi snopovi se rasejavaju unapred, ugaono §irenje snopa
je malo.

Kao poslednji primer izra¢unac¢emo efikasni presek rasejanja u Coulomb-
ovom potencijalu u Born-ovoj aproksimaciji. Videli smo ve¢ da je za poten-
cijal 1/r integral (8.47) divergentan: da bismo ga regularizovali, za elektro-
staticki potencijal jezgra uzetemo Yukawa-in potencijal,

2
Vir)= _Ze e " (8.56)

,
u limesu o — 0. Amplituda rasejanja je

mZe? [e T .. 3 omZe? [ _ 2mZe? 1
f= 27rh2/ A=y /0 e = e R

Za a — 0 za efikasni presek se dobija

do m2Z%e*

— = |fP=—— 7 (8.57)

aQ 4k*sin* 3
odnosno, Rutherford-ova formula. Ovo potpuno poklapanje klasi¢nog i
kvantnog rezultata je posledica pretpostavki uvedenih Born-ovom aproksi-
macijom.

8.2 METOD PARCIJALNIH TALASA

Perturbativni pristup koji smo u prethodnom poglavlju razvili i izraz (8.47)
za amplitudu rasejanja zasnivaju se na razvoju po ravnim talasima |E> koji
su svojstvena stanja hamiltonijana slobodne ¢estice. Medjutim ovaj hamil-
tonijan ima i drugi svojstveni bazis: zajednicki svojstveni bazis energije i
momenta impulsa jer je Hy, osim na translacije, invarijantan i na rotacije.
Upravo ovaj drugi bazis se koristi za formulaciju i reSavanje problema rase-
janja metodom parcijalnih talasa: parcijalni talasi su stanja koja imaju do-
bro definisane vrednosti energije i momenta impulsa, |E, [, m). Ispostavlja
se da je metod parcijalnih talasa komplementaran Born-ovoj aproksimaciji
i da moze da se primeni na spore snopove, kao i za male vrednosti energije.
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Da bismo odredili svojstvena stanja slobodne ¢estice |E, [, m), vrati¢emo
se na reSavanje radijalnog dela Schrodinger-ove jednacine u sferno-simetri-
¢nom potencijalu za kontinualni spektar, F > 0. Jednacina (4.44) se resava
razdvajanjem promenljivih,

U(r,0,0) = R(r)Y"™(0, ¢) = —=Y"(0, ), (8.58)
gde radijalna funkcija
u=ug,(r) (8.59)

zavisi od energije F i kvadrata momenta impulsa /(I + 1). Smenom (8.58)
dobijamo radijalnu jednacinu

2mE  I(l+1)
u”+< T T3 )u:O. (8.60)

Resenja radijalne jednacine za slobodnu ¢esticu su, u asimptotskoj oblasti,
relevantna i za proizvoljni lokalizovani potencijal. ReSenja od (8.60) su u
asimptotskoj oblasti trigonometrijska, e***" pa je

e:l:ikr

R(r) ~ =, (8.61)

gde je k, intenzitet vektora impulsa, kontinualan kvantni broj. Dobijena
reSenja su sferni talasi. Za [ = 0 imamo

n n e:l:ik:r
Vo0 =CF ——, (8.62)

a za | # 0 ugaona zavisnost odredjena je sfernim harmonicima Y;™. Ulazni
i izlazni sferni talasi (8.61) divergiraju u koordinatnom pocetku r = 0; reg-
ularno reSenje npr. za [ = 0 je stojeci talas,

sin kr

YE00=0C (8.63)

Radijalna jednacina za slobodnu Cesticu se moze resiti egzaktno a njena
reSenja su sferne Bessel-ove funkcije. Ako uvedemo

x = kr, (8.64)
ova jednacina postaje
?u’ + (2 =11+ 1))u=0 (8.65)
i svodi se smenom u = y/z v na Bessel-ovu jednacinu,

220" + 2o’ + (132 _ 1/2)1) =0, v=I1+ 3 (8.66)
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Resenja za u(z) su sferne Bessel-ove funkcije,
u(z) = zji(x), zn(x) (8.67)

¢ije su najvaznije osobine date u dotatku ovoj glavi.
Prema tome, resenje radijalne jednacine momenta impulsa [ za slobodnu
Cesticu je

Rii(r) = Cu(k) ji(kr) — Bi(k) m(kr) = ai (e ji(kr) — bymg(kr)) . (8.68)
Koeficijenti b;(k) i ¢;(k) se normiraju na jedinicu, b7 + ¢? = 1, odnosno

¢ = cos 0y, b; = sin d;, (8.69)

a veli¢ina d; naziva se fazni pomak. ReSenja (8.68) zovu se parcijalni talasi i

najce$¢e normiraju na a; = 1. Analizirajuci ponaSanje Bessel-ovih funkcija

u r = 0 vidimo da j; odgovara regularnom resenju radijalne jednacine a n;
singularnom, jer

r—0: Ji(kr) ~ (kr), ny(kr) ~ (kr)='=1, (8.70)
Zato je regularno reSenje za slobodnu cesticu dato uslovom b; = 0 odnosno
fazni pomaci su nula, §; = 0. Bessel-ove funkcije j; su normirane na d-
funkciju,
oo
/ Jilhe) G (K'r) Py = 5k — k). (8.71)
0

U prisustvu spoljasnjeg potencijala u asimptotski dalekoj oblasti par-
cijalni talasi imaju oba sabirka, j; i n;. Ali i u tom slucaju reSenja su
normirana na J-funkciju: naime, iz osobina Bessel-ovih funkcija vidi se da
se za r — oo, kr > [(l+ 1), radijalna funkcija (8.68) ponasa kao

uk,l(r) - Sin(k?“ — %r + (5[) (8 72)
r kr ’ '

Za normiranje ove funkcija moze se zanemariti njen tacan oblik u konaé¢nom
intervalu (kr € (0,1(l+1))) jer je taj doprinos mali, a iz asimptotskog oblika
Bessel-ovih funkcija vidimo da vazi formula analogna sa (8.71),

™

o0
/ ug, () ug  (r)dr = 575 6(k — k). (8.73)
0 ’ ’ 2k
Opste resenje za slobodnu ¢esticu fiksirane energije E je dato sa

Y= apm(k) Ria(r) V™ (6, ). (8.74)
lym
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Da bismo bolje razumeli svojstveni bazis parcijalnih talasa odredi¢emo
kako se u njemu zapisuje ravan talas; ovaj razvoj ¢emo koristiti kasnije za
problem rasejanja. Posmatrajmo ravan talas usmeren duz z-ose

TZJm — 62'120'77 — eikz‘ (875)

Posto talasna funkcija v;, ne zavisi od ugla ¢, u razvoju (8.74) nemamo
sabirke po svim sfernim harmonicima nego samo po Y;?,

Yin = Zal,m Ry i(r)P(cosh). (8.76)
]

Koeficijente a;;, mozemo odrediti uporedjivanjem (8.75) i (8.74) u r — oo.
Iz (8.72) dobijamo

sin(kr — = + 6in
wz’n ~ Z Ql,in ( ]-6‘72“ : ) Pl(COS 6)7 (877)
l

a formula za razvoj ravnog talasa po Legendre-ovim polinomima data je u
dodatku: asimptotski

. ) s sin(kr — &=
emqmwzzwmnm%r”mmm (8.78)
1=0
Prema tome za ravan talas imamo
OLin =0,  apim =1 (20+1). (8.79)

Primenimo sada razvoj po parcijalnim talasima na talasnu funkciju koja
se dobija rasejanjem na lokalizovanom potencijalu. Njen oblik je

ezkr

Y = Yin + Your = €7 + — f(0, 9). (8.80)

U najvaznijem sluc¢aju sferno-simetri¢nog potencijala, V' = V(r), rasejanje
je kao i u klasi¢noj mehanici aksijalno simetri¢no, pa amplituda ne zavisi od
ugla ¢,

f(0,¢) = £(0). (8.81)

Zbog toga je kao malopre

WS Z a; Ry (1) Pi(cos §). (8.82)
!

U asimptotskoj oblasti iz (8.72) imamo

(k‘?" — %r + (55)
kr

Y = Yin + Yout X Z aj i B(COS 0) (883)
l
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eikr (—i)l ei5z efikr (—i)l efile
= zl:al WPZ(COS 0) — zl:al TPI(COS 9),
pri ¢emu je
. imZ 20+ 1 Pi(cos) — e”h ~ (=Y 20+ 1) Picost), (8.84)
in ik P ro4 %k Heoss), 1S
eikr
Vout " f£(0). (8.85)

Izjednacavanjem clanova uz upadni talas dobijaju se koeficijenti a;,
a; =it (20 + 1) €. (8.86)

U odnosu na faze upadnih talasa, izlazni parcijalni talasi pri rasejanju do-
bijaju fazne pomake
Sy = e, (8.87)

Uporedjivanjem clanova uz izlazni talas dobija se amplituda rasejanja,

kFO) =Y 2% (20 + 1)(S; — 1) P(cos ), (8.88)
odnosno .
1) =+ > (20 +1) € sind; Py(cosb). (8.89)

Ovo je trazeni rezultat. Pri rasejanju u sferno-simetri¢cnom potencijalu

efikasni presek rasejanja
do

aQ
odredjen je faznim pomacima §;. Fazni pomaci zavise od konkretnog oblika
potencijala V' (r). Integracijom po uglovima iz (8.89) dobija se totalni presek
rasejanja,

=|£(0)]? (8.90)

o= / |f(0)]?dQ = 27r/ |£(0)]* sin 6 df. (8.91)
0
Koristeéi ortogonalnost Legendre-ovih polinoma
/7T Py(cos @) Py (cos @) sin(0)df = 2 J (8.92)
; 1 4 =510 .

za totalni presek se dobija

4 .
o= o= = > (20 +1)sin® 4. (8.93)
l l
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Pojedini sabirci o; u poslednjem izrazu zovu se parcijalne Sirine rasejanja.

Jedna od neposrednih posledica izraza (8.89) i (8.93) je opticka teorema:®
4
o= % Im £(0). (8.94)

Ova teorema je veoma znacajna i vazi i u slucaju opstijem od ovog za koji
smo je izveli.
Pribliznim ra¢unom u ¢ije detalje ne¢emo ulaziti moze se dobiti da je

tand; ~ —k / GE(kr)V (r)r? dr. (8.95)
0

Ukoliko je impuls k& mali, sferne Bessel-ove funkcije mozemo da aproksimi-
ramo njihovom vrednoséu u okolini nule

U (2kr)!

ji1(kr) ~ ——— .
pa se za fazne pomake dobija
221 i 2 0
tan §; ~ _(2z£1))12 2L /0 V(r) 2+ 2dr (8.97)
odnosno
o ~ KL (8.98)

Pri malim energijama doprinos preseku rasejanja daju samo parcijalni ta-
lasi malih ugaonih momenata, a najveci je doprinos og. Ovo je u skladu
sa klasicnom slikom rasejanja: klasi¢no, vrednost momenta impulsa je L =
hkop , a Cestice koje imaju velike vrednosti [ odnosno velike parametre su-
dara p pri rasejanju ne skre¢u mnogo, te je njihov doprinos preseku rasejanja
zanemarljiv.

Izracunajmo, kao jednostavan primer, parcijalnu Sirinu rasejanja og za
rasejanje na krutoj sferi polupreénika a. Potencijal je dat sa

oo, r<a
Vir) = 8.99
(r) { 0, r>a. ( )

Resenje radijalnog dela Schrodinger-ove ove jednacine je (8.68),

0 <
up(r) =9 o . T (8.100)
’ cos O ji(kr) —sind;ny(kr), r > a.

uz grani¢ni uslov
ukl(a) =0. (8.101)

5Za njeno izvodjenje treba iskoristiti relaciju P(1) = 1.
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Ovaj grani¢ni uslov odredjuje fazne pomake, pa dobijamo

_ Jika)
tand; = mka)” (8.102)
Za s-talase je
0o = —ka (8.103)

i odgovarajuca parcijalna Sirina rasejanja je data sa

sin ka\ ®
oo = 4ma’ ( > . (8.104)

ka

Odavde vidimo da je za male vrednosti impulsa k totalni presek rasejanja
o~ oy = 4ma’. (8.105)
Moze se pokazati da za velike impulse vazi

lim ¢ = 2ma?. (8.106)
k—o0
Dobijeni presek rasejanja je nekoliko puta veéi od klasicnog zbog efekata
difrakcije talasa koji opisuje kvantnu ¢esticu.

8.3 REZONANCE

Jedna od karakteristi¢nih pojava pri sudarima ¢estica je pojava dugozivec¢ih
stanja ili kvazidiskretnih nivoa energije, takozvanih rezonanci. Rezonance
se karakterisu specificnim oblikom preseka rasejanja o(E) koji je dat Breit-
Wigner-ovom formulom: za odredjenu karakteristicnu vrednost energije efi-
kasni presek ima maksimumim, a poluSirina maksimuma odredjuje polu-
vreme zivota rezonance.

Izveséemo Breit-Wigner-ovu formulu u veoma jednostavnom modelu rase-
janja na odbojnoj sferno-simetri¢noj potencijalnoj barieri oblika J-funkcije,

V(r)=Vod(r —a). (8.107)

Za male vrednosti kineticke energije dominantni doprinos preseku rasejanja
daje parcijalna Sirina o, pa ¢emo radijalnu Schrédinger-ovu jednacinu resa-
vati samo za s-stanja, [ = 0. Posto je potencijal oblika §-funkcije, reSavamo
zapravo jednac¢inu za slobodnu ¢esticu u dve oblasti, 0 <r <a i r>a, a
odredjivanje stacionarnih stanja se svodi se glatko spajanje reSenja u r = a.
Stanja nultog momenta impulsa, ¥g o0 su

U o 1 u(r)

_tyo_ - un) 8.108
YE0,0 P e ( )
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gde u(r) zadovoljava

u’ + k= ad(r — a) u, (8.109)
v 2mFE 2mV,
o 2m _2ml,

k® = Rt a=—0 (8.110)

U obe oblasti, » < ai r > a, u(r) je linearna kombinacija ravnih talasa: pri
tome, da bi talasna funkcija bila kona¢na u koordinatnom pocetku za r < a
imamo wu(r) ~ sinkr. Prema tome svojstvena stanja su oblika

A .
— sin kr, r<a,
u(r) _ r
r 100 ikr —ikr
€ (eikr+ido _ g—ikr—idoy — g e ¢ r>a
r r r

Uslovi neprekidnosti u tacki a,
u(a+¢€) —ula —e€) =0, W(a+e€)—u'(a—e€) = au(a) (8.111)
daju

eika+i60 o 6—ika—i(50

A = ¢ : (8.112)

sin ka

g 2180 _9ika Qasinka + kacos ka + ikasin ka
0= e =

aasinka + kacos ka — ikasinka

Razmatracemo slucaj jake veze i malih upadnih brzina, ka/aa < 1. Za
fazni pomak u tom slu¢aju dobijamo

. ka
sin ka + — etk

_ _—2ika aa ~ ,—2ika
So=e ' o ¢ , (8.113)
sin ka + — e~ka
aa
odnosno 9y = —ka, kao kod rasejanja na krutoj sferi. Izuzetak kada gornja

aproksimacija ne vazi je oblast u kojoj su oba ¢lana u brojiocu (i imeniocu)
mala i istog reda veli¢ine:

sinka ~ vy ~ @, ka =nm+ 7. (8.114)
aa
Vrednosti ka = nm odgovaraju energijama stojeéih talasa u beskona¢no
dubokoj potencijalnoj jami Sirine a. Razmatrimo detaljnije efikasni presek
za vrednosti energije u okolini rezonanci (8.114). Izrazena do prvog reda po
~ energija je

o h2k2 B h2n2r2

2y
2m  2ma? <1+E)'

(8.115)
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Zavisnost faznog pomaka i parcijalne Sirine od energije mozemo da odredimo
prateéi v u razvoju Sy, i koriste¢i vezu (8.115). Imamo

aasinka + kacoska ~ (—1)" (cay + nmw + ) ; (8.116)

prva dva sabirka su istog reda veli¢ine, tre¢i mozemo da zanemarimo. Izrazena
preko energije, poslednja relacija se moze zapisati kao

ma2

aasinka + kacoska = (—1)" aa P (E—Epnp) (8.117)
ako uvedemo ) oo
hn*m 2
En,o=———F(1—-—). 8.118
0 2ma? ( aa) ( )

Imaginarni deo u razlomku (8.113) je, sa istom ta¢noséu,

2
r
kasinka ~ (—1)" nry = (—1)" aa%% (8.119)
gde je
2020272 202n%n?  nw
rn=———~——-- E,o. 8.120
" ma?  aa ma?  («aa)? < Fm0 ( )
Prema tome, Sy je dato sa
0o B —Fy,o—1,/2
Sy = e~ %ha n0 = Tn/ (8.121)

E—Eno+1,/2’

a parcijalni presek rasejanja og(FE) u okolini n-te rezonance je opisan Breit-
Wigner-ovom formulom

1So — 112 ma? r2
E)=4 - n . 8.122
o0lB) = AT e T e (B = Bg)? 4 T2/ (8.122)

8.4 DODATAK: BESSEL-OVE FUNKCIJE

Bessel-ove funkcije su resenja jednacine

22y oy + (2 — )y =0, veC. (8.123)

Resenja se mogu dobiti Frobenius-ovom metodom za celobrojne v = n, a
zatim uopstiti na proizvoljno kompleksno v pri ¢emu se dobija razvoj u red:

h=(3) i m!F((y_—il—):L ey (%)Qm v#g-neN. (8124)

m=0
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Iz ovog razvoja vidi se da za celobrojne vrednosti n Bessel-ove funkcije imaju
slede¢u asimptotiku

x—0: Jn(x) =~

= onpl

2
xr— 00 Jn(:n)zwacos(:n—%r—g).

Iz poslednje formula vidimo da funkcije J,, imaju beskonac¢an broj nula.
Posto vazi

(8.125)

J_n(@) = (—1)"Jn() (8.126)

postojiidrugo, linearno nezavisno resenje Besselove jednacine: to su Neumann-

ove funkcije
cosvm Jy(x) — J_ ()

Ny(z) = p— (8.127)
Funkcija generatrisa Bessel-ovih funkcija je
+oo
37 = 3 Ju(x) 2 (8.128)
n=—oo

Iz funkcije generatrise moze se izvesti integralna reprezentacija Bessel-ovih
funkcija

1 ™
In(z) = / cos(zsinf — n#) do, (8.129)
T Jo
1 2 0
- izcosd 19 1
Jola) = 5 /0 e , (3.130)
kao i rekurentne relacije
2n
Jn,l(x) + Jn+1 ($) = ? Jn(l‘), (8.131)
In—1(x) — Jpt1(z) = 2J,(x) (8.132)
Adicione formule:
+oo +oo
> Tngm(@)Jn(x) =0, > Jn(w)=1  (8.133)
“+o0o
Tn(@+y) = > Jn(@) T r(y): (8.134)
k=—o00

Relacije ortogonalnosti (na beskona¢nom intervalu)

1 1
= 2ok —FK),  v>—3. (8.135)

/ z Jy(kz)J,(K'z) dx
0 2
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U slucaju kada je parametar v = [ + %, uvodjenjem smene y(z) =
vz j(x) Bessel-ova jednacina postaje
2?5" 4+ 2x5 + (2® — (1 +1))j = 0, (8.136)

i njena reSenja su sferne Bessel-ove funkcije

) =gy @), m@ =N @ s

Sferne Bessel-ove funkcije su elementarne funkcije:

ﬁ@ZPWCdYQM,MMZ%ﬂVCdymM(Mw

T dx x T dx T

i specijalno

' = =— ) 8.139
jole) = 5 mg(a) = == (3.139)
Asimptotske vrednosti
_ 2t 20! 1
r0 MO G @) S =y G
1 l 1 l
T — 00 jl(x)%; sin(x—g), jl(x)z—g cos(x—g)
Rekurentne relacije
. [ .
i (@) = i) = 3(2) (3.140)
Relacije ortogonalnosti:
[ee]
/ Gi(kx) (K x) 2?dx = 272 5(k — K (8.141)
0
Fourier-ov razvoj:
) o
e*reost =N (21 4 1) ! ji(kr) Pi(cos ), (8.142)
1=0

a akosu 0, pi 6, ¢ polarni uglovi vektora 7 i k onda formula glasi

[e'9) l
=30 X a0 V0 ) (8143)
1=0 m=—1

8.5 ZADACI

1. Izrac¢unati minimalnu vrednost hamiltonijana (7.53) za atom helijuma
koriste¢i probne funkcije (7.52) date u tekstu.



